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BÀI TOÁN TỰA CÂN BẰNG TỔNG QUÁT VÀ Ý NGHĨA KINH TẾ 

 
Nguyễn Quỳnh Hoa 

Trường Đại học Kinh tế và Quản trị kinh doanh – ĐH Thái Nguyên 

 

TÓM TẮT 
Cân bằng là một trạng thái vô cùng quan trọng của mọi sự vật, hiện tượng. Đặc biệt trong kinh tế, 

cân bằng giữa cung và cầu là một trạng thái cả người tiêu dùng và người sản xuất luôn mong muốn 

đạt được. Bài toán cân bằng trong kinh tế đã được rất nhiều các nhà khoa học quan tâm nghiên 

cứu. Bài báo này trình bày mô hình toán học dưới dạng bài toán tựa cân bằng tổng quát của mô 

hình cân bằng giữa cung - cầu trong kinh tế và chứng minh cho sự tồn tại nghiệm của bài toán này 

khi một số điều kiện được thỏa mãn. Bài toán tựa cân bằng tổng quát bao hàm rất nhiều lớp bài 

toán tối ưu mà ta đã biết như bài toán tựa bao hàm thức biến phân, bài toán tựa quan hệ biến 

phân,... Điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm của bài toán này đã được nhiều tác giả nghiên cứu. Ở 

đây, tác giả chứng minh điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm của bài toán tựa cân bằng tổng quát khi 

hàm mục tiêu là ánh xạ nửa liên tục dưới dựa trên các các kiến thức cơ bản về giải tích đa trị, đặc 

biệt là định lý Hahn – Banach, định lý phân hoạch đơn vị và định lý điểm bất động Ky Fan. Đây là 

một trong những kết quả quan trọng của lý thuyết tối ưu. 

Từ khóa: Toán ứng dụng; mô hình kinh tế; bài toán tựa cân bằng tổng quát; điều kiện đủ; lý 

thuyết tối ưu; tựa quan hệ biến phân; … 
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ABSTRACT 
Balance is an extremely important state of all things. Especially in the economy, the balance 

between supply and demand is a state that both consumers and producers are always eager to 

achieve. The equilibrium problem in economics has been studied by many scientists. This paper 

presents the mathematical model in the form of a general quasi-equilibrium problem of the 

demand-supply model in economics and proves the existence of the solution of this problem when 

some conditions are satisfied. The general quasi-equilibrium problem includes many classes of 

optimal problems that we know as quasi-variational inclusion problem, quasi-variational relation 

problem, etc. Sufficient conditions for the existence of solutions to general quasi-equilibrium 

problem were studied by many authors. Here, the author proves the sufficient conditions for the 

existence of the solution of the general quasi-equilibrium problem when the utility function is a 

semi-continuous lower mapping based on the basic knowledge of multi-value analysis, especially 

Hahn - Banach theorem, and fixed point Ky Fan theorem. This is one of the important results of 

optimization theory.  

Keywords: Applied Mathematics; economical model; quasi-equilibrium problem; sufficient 

conditions; optimal theory; quasi-variational relation; etc. 

 

Received: 08/10/2019; Revised: 11/5/2020; Published: 20/5/2020 

 

 

 

* Corresponding author.  Email: hoakhcb@gmail.com

http://jst.tnu.edu.vn/


1. �°t v§n �·

To¡n håc câ mèi li¶n h» vîi r§t nhi·u c¡c
ng nh khoa håc kh¡c, �°c bi»t l  mèi li¶n h»
giúa to¡n håc v  kinh t¸ håc. Tø nhúng mæ
h¼nh kinh t¸, sû döng cæng cö cõa to¡n håc,
ta câ thº �÷a v· c¡c b i to¡n �º t¼m ph÷ìng
ph¡p gi£i. Ch¯ng h¤n vîi mæ h¼nh kinh t¸: Cho
A l  nh  m¡y s£n xu§t gi§y, B l  cûa h ng ti¶u
thö gi§y. Nh  m¡y A câ tªp c¡c ph÷ìng ¡n s£n
su§t l  D, cûa h ng B câ tªp c¡c ph÷ìng ¡n
ti¶u thö l  K. Lñi nhuªn cõa nh  m¡y hay
cûa h ng ti¶u thö phö thuëc v o ph÷ìng ¡n
s£n xu§t hay ph÷ìng ¡n ti¶u thö m  hå chån.
Vîi méi ph÷ìng ¡n x thuëc D v  y thuëc K,
l¢nh �¤o nh  m¡y A v  chõ cûa h ng ti¶u thö
B l¦n l÷ñt câ tªp ph÷ìng ¡n ch¿ �¤o l  S(x, y)
v  T (x, y). Giúa s£n xu§t v  ti¶u thö luæn câ
mèi quan h» cung � c¦u. Ên �ành mèi quan
h» cung � c¦u ch½nh l  möc ti¶u cõa nh  s£n
xu§t. Mæ h¼nh kinh t¸ n y câ thº �÷ñc ph¡t
biºu qua mæ h¼nh to¡n håc cõa b i to¡n tüa
c¥n b¬ng têng qu¡t. B i to¡n �÷ñc ph¡t biºu
nh÷ sau: T¼m (x, y) ∈ D ×K sao cho:

1. x ∈ P (x, y);

2. y ∈ Q(x, y);

3. 0 ∈ F (x, y).

Trong �â, X,Y, Z l  c¡c khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, D ⊆
X,K ⊆ Z l  c¡c tªp con kh¡c réng. Cho c¡c
¡nh x¤ �a trà P : D ×K → 2D, Q : D ×K →
2K , l  h m r ng buëc F : D × K → 2X l 
h m möc ti¶u.
�¥y l  mët trong nhúng b i to¡n trång t¥m
cõa lþ thuy¸t tèi ÷u. Nâ bao gçm r§t nhi·u b i
to¡n m  chóng ta �¢ bi¸t nh÷: B i to¡n c¥n
b¬ng væ h÷îng, b i to¡n �iºm y¶n ngüa, b i
to¡n c¥n b¬ng Nash, b i to¡n tüa bao h m
thùc bi¸n ph¥n, b i to¡n tüa quan h» bi¸n
ph¥n,. . .

2. �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng
têng qu¡t

�i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t �¢ �÷ñc r§t nhi·u
t¡c gi£ nghi¶n cùu, �°c bi»t, c¡c t¡c gi£ Tr÷ìng
Thà Thòy D÷ìng v  Nguy¹n Xu¥n T§n �¢
nghi¶n cùu (xem [1, 2, 3]) trong tr÷íng hñp
P l  ¡nh x¤ li¶n töc, Q l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc
tr¶n, F l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n v  t§t c£
c¡c ¡nh x¤ P,Q, F �·u c¦n câ gi¡ trà lçi, �âng,
kh¡c réng. Trong b i b¡o n y, chóng tæi �÷a
ra mët sè �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t li¶n quan
tîi ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi y¸u væ h÷îng.
Tr÷îc khi �i v o k¸t qu£ ch½nh, ta nh­c l¤i
mët sè kh¡i ni»m. Ta câ �ành ngh¾a v· nân
ti¸p tuy¸n.

�ành ngh¾a 2.1. ChoD l  tªp con cõa khæng
gian tæpæ tuy¸n t½nh X v  x ∈ D. Khi �â, tªp

TD(x) = {α(y − x), y ∈ D,α ≥ 0}

= {cone(D − x)},
�÷ñc gåi l  nân ti¸p tuy¸n cõa tªp D t¤i x,
trong �â,

coneM = {αz, z ∈M,α ≥ 0}.

Ta câ �ành ngh¾a v· t½nh li¶n töc cõa c¡c ¡nh
x¤ �a trà.

�ành ngh¾a 2.2. Cho X,Y l  c¡c khæng gian
tæpæ, D ⊆ X, ¡nh x¤ �a trà F : D → 2Y .
Khi �â,

1. F �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n
(vi¸t t­t, u.s.c) (nûa li¶n töc d÷îi (vi¸t
t­t, l.s.c)) t¤i x ∈ D, n¸u vîi méi tªp
mð V trong Y thäa m¢n F (x) ⊆ V
(F (x) ∩ V 6= ∅), tçn t¤i l¥n cªn mð U
cõa x sao cho F (x) ⊆ V (F (x)∩V 6= ∅),
vîi måi x ∈ U ∩D;

2. F �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n
(d÷îi) tr¶n D n¸u nâ l  ¡nh x¤ nûa li¶n
töc tr¶n (d÷îi) t¤i måi �iºm x ∈ D;
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3. F �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ li¶n töc tr¶n D n¸u
nâ vøa l  u.s.c vøa l  l.s.c tr¶n D.

Ti¸p theo, ta câ kh¡i ni»m v· t½nh li¶n töc y¸u
væ h÷îng cõa ¡nh x¤ �a trà.

�ành ngh¾a 2.3. (xem [4])

1. F �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi
y¸u væ h÷îng (gåi t­t l  l.s.c y¸u væ
h÷îng), n¸u vîi måi p ∈ Y ∗, h m c1p :

D → R:

c1p(x) = inf
v∈F (x)

p(v)

l  ¡nh x¤ u.s.c tr¶n D (t÷ìng �÷ìng vîi
c2p(x) = sup

v∈F (x)
p(v) l  ¡nh x¤ l.s.c);

2. F �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n
y¸u væ h÷îng (gåi t­t l  u.s.c y¸u væ
h÷îng), n¸u vîi måi p ∈ Y ∗, h m d1p :

D → R:

d1p(x) = sup
v∈F (x)

p(v)

l  ¡nh x¤ u.s.c tr¶n D (t÷ìng �÷ìng vîi
d2p(x) = inf

v∈F (x)
p(v) l  ¡nh x¤ l.s.c).

Sau �¥y, ta s³ chùng minh �i·u ki»n �õ cho sü
tçn t¤i cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t.

�ành lþ 2.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc
thäa m¢n:

1. D,K l  c¡c tªp kh¡c réng, lçi, compact;

2. P : D × K → 2D l  ¡nh x¤ �a trà li¶n
töc vîi gi¡ trà kh¡c réng, lçi, �âng;

3. Q : D×K → 2K l  ¡nh x¤ u.s.c vîi gi¡
trà kh¡c réng, lçi, �âng;

4. F : D ×K → 2X l  ¡nh x¤ l.s.c y¸u væ
h÷îng vîi gi¡ trà lçi;

5. Vîi méi (x, y) ∈ P (x, y) × Q(x, y),
F (x, y) l  tªp kh¡c réng v 

F (x, y) ⊂ TP (x,y)(x).

Khi �â, tçn t¤i (x, y) ∈ D ×K sao cho:
i) x ∈ P (x, y);
ii) y ∈ Q(x, y);
iii) 0 ∈ F (x, y).

Chùng minh. Ta �°t

B = {(x, y) ∈ D×K|x ∈ P (x, y), y ∈ Q(x, y)}.

X¥y düng ¡nh x¤ H : D × K → 2D×K , x¡c
�ành bði

H(x, y) = P (x, y)×Q(x, y), (x, y) ∈ D×K.

D¹ th§y, H l  ¡nh x¤ u.s.c vîi gi¡ trà kh¡c
réng, lçi, compact. Theo �ành lþ �iºm b§t �ëng
Ky Fan, tçn t¤i (x, y) ∈ D ×K sao cho:

(x, y) ∈ H(x, y).

Suy ra, B l  tªp kh¡c réng. Hìn núa, v¼ H l 
u.s.c v  câ gi¡ trà �âng n¶n B l  tªp �âng v 
công l  tªp compact. M°t kh¡c, vîi p ∈ X∗ cè
�ành, ta �ành ngh¾a h m cp : D ×K → R bði

cp(x, y) = inf
v∈co(F (x,y))

〈p, v〉, (x, y) ∈ D ×K.

Gi£ sû vîi méi (x, y) ∈ B, 0 /∈ F (x, y) . Ta
l§y v ∈ F (x, y), v 6= 0. Theo �ành lþ Hahn -
Banach, tçn t¤i p ∈ X∗ sao cho 〈p, v〉 < 0.
Khi �â,

cp(x, y) = inf
w∈co(F (x,y))

〈p, w〉 ≤ 〈p, v〉 < 0.

Suy ra, vîi méi (x, y) ∈ B, tçn t¤i p ∈ X∗ sao
cho cp(x, y) < 0. D¹ th§y, cp l  ¡nh x¤ u.s.c
n¶n tªp Up = {(x, y) ∈ D × K|cp(x, y) < 0}
l  tªp kh¡c réng, mð. Do �â, {Up}p∈X∗ l  mët
phõ mð cõa B. V¼ B l  tªp compact, n¶n tçn
t¤i húu h¤n c¡c ¡nh x¤ p1, ..., ps ∈ X∗ sao cho
B ⊆

s⋃
j=1

Upj
. Hìn núa, v¼ B l  tªp �âng trong

D × K, Up0
= (D × K)\B l  tªp mð trong

D × K n¶n {Up0
, Up1

, ..., Ups
} l  hå c¡c phõ

mð cõa tªp compact D ×K.
Theo �ành lþ ph¥n ho¤ch �ìn và, tçn t¤i c¡c
h m ψi : D×K → R, (i = 0, 1, ..., s) sao cho:
i) 0 ≤ ψi(x, y) ≤ 1;

ii)
s∑

i=1
ψi(x, y) = 1, vîi måi (x, y) ∈ D ×K;
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iii) Vîi méi i ∈ {0, 1, ..., s}, tçn t¤i j(i) ∈
{0, 1, ..., s} sao cho suppψi ⊂ Upj(i)

. D¹ th§y
suppψ0 ⊂ Up0

⊂ D ×K\B.
M°t kh¡c, ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ φ : K ×D ×
D → R bði

φ(y, x, t) =

s∑
i=0

〈ψi(x, y).pj(i), t− x〉,

vîi måi (y, x, t) ∈ K × D × D. Khi �â, φ l 
h m li¶n töc tr¶n K × D × D. Ngo i ra, vîi
méi �iºm (x, y) ∈ D × K,φ(y, x, .) : D → R
l  mët h m tuy¸n t½nh v  φ(y, x, x) = 0, vîi
måi (x, y) ∈ D ×K.
V¼ D,K,P,Q v  ¡nh x¤ φ thäa m¢n c¡c �i·u
ki»n cõa H» qu£ 3.4 (xem [1]) n¶n tçn t¤i
(x, y) ∈ D × K sao cho (x, y) ∈ P (x, y) ×
Q(x, y) v  φ((y, x), t) ≥ 0, vîi måi t ∈ P (x, y).
Suy ra

s∑
i=0

〈ψi(x, y).pj(i), t− x〉 ≥ 0, (1)

vîi måi, t ∈ P (x, y).

�°t p∗ =
s∑

i=0
ψi(x, y).pj(i), tø (1) ta câ

〈p∗, t− x〉 ≥ 0, vîi måi t ∈ P (x, y).

Hìn núa, 〈p∗, v〉 ≥ 0, vîi måi v ∈ TP (x,y)(x).
Tø gi£ thi¸t (5) câ F (x, y) ⊂ TP (x,y)(x).
Do �â,

cp∗(x, y) = inf
v∈co(F (x,y))

〈p∗, v〉 ≥ 0. (2)

M°t kh¡c, �°t

I(x, y) = {i ∈ {0, 1, ..., s}|ψi(x, y) > 0}.

V¼ ψi(x, y) ≥ 0 v 
s∑

i=1
ψi(x, y) = 1, n¶n

I(x, y) 6= ∅.
Khi �â, vîi (x, y) ∈ B, i ∈ I(x, y), th¼

(x, y) ∈ suppψi ⊂ Upj(i)
.

Vîi méi i ∈ I(x, y), ta câ

cpj(i)
(x, y) = inf

v∈co(F (x,y))
〈pj(i), v〉 < 0. (3)

Vîi méi v ∈ F (x, y), ta câ

〈p∗, v〉 = 〈
s∑

i=0

ψi(x, y).pj(i), v〉

≤
s∑

i=0

ψi(x, y) max
i=1,...,s

〈pj(i), v〉

= max
i=1,...,s

〈pj(i), v〉.

M°t kh¡c

cp∗(x, y) ≤ max
i=1,...,s

〈pj(i), v〉,

vîi måi v ∈ co(F (x, y)).
Suy ra

cp∗(x, y) ≤ inf
v∈co(F (x,y))

max
i=1,...,s

〈pj(i), v〉.

Ta �°t
C = co{pj(1), ..., pj(s)},

E = co(F (x, y)), f(p, v) = 〈p, v〉

v  x²t tæpæ y¸u* tr¶n X∗, ¡p döng �ành lþ
minimax cõa Sion (xem [5]), ta câ

max
i=1,...,s

inf
v∈co(F (x,y))

〈pj(i), v〉

= inf
v∈co(F (x,y))

max
i=1,...,s

〈pj(i), v〉. (4)

Tø (3) v  (4) suy ra

c∗p(x, y) ≤ max
i=1,...,s

inf
v∈co(F (x,y))

〈pj(i), v〉 < 0.

(5)
Ta th§y (2) m¥u thu¨n vîi (5). Vªy �ành lþ
�÷ñc chùng minh.
Ta câ mët sè h» qu£ �÷ñc suy trüc ti¸p tø
�ành lþ.

H» qu£ 2.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc
thäa m¢n:

1. D,K l  c¡c tªp kh¡c réng, lçi, compact;

2. P : D × K → 2D l  ¡nh x¤ �a trà li¶n
töc vîi gi¡ trà kh¡c réng, lçi, �âng;

3. Q : D×K → 2K l  ¡nh x¤ u.s.c vîi gi¡
trà kh¡c réng, lçi, �âng;
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4. G : D ×K → 2D l  ¡nh x¤ l.s.c y¸u væ
h÷îng vîi gi¡ trà lçi;

5. Vîi méi (x, y) ∈ P (x, y) × Q(x, y),
G(x, y) l  tªp kh¡c réng v  G(x, y)−x ⊂
TP (x,y)(x).

Khi �â, tçn t¤i (x, y) ∈ D ×K sao cho:
i) x ∈ P (x, y);
ii) y ∈ Q(x, y);
iii) x ∈ G(x, y).

H» qu£ 2.2. Cho X l  khæng gian tæpæ tuy¸n
t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, D ⊂ X. Ta gi£
sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

1. D l  tªp kh¡c réng, lçi, compact;

2. F : D → 2D l  ¡nh x¤ l.s.c y¸u væ h÷îng
vîi gi¡ trà lçi, kh¡c réng.

Khi �â, tçn t¤i x ∈ D sao cho x ∈ F (x).

3. K¸t luªn

Nëi dung ch½nh cõa b i b¡o l  xu§t ph¡t tø
mët mæ h¼nh kinh t¸, x¥y düng l¶n b i to¡n
tüa c¥n b¬ng têng qu¡t v  �÷a ra �i·u ki»n
�õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n n y. Tø
b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t ta câ thº �÷a

v· c¡c b i to¡n �¢ bi¸t cõa lþ thuy¸t tèi ÷u
nh÷ b i to¡n c¥n b¬ng væ h÷îng, b i to¡n c¥n
b¬ng Nash, b i to¡n �iºm y¶n ngüa, b i to¡n
c¥n b¬ng væ h÷îng, . . . �¥y l  c¡c b i to¡n câ
r§t nhi·u ùng döng trong kinh t¸ håc.
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