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TÓM TẮT: Cho X  là một biến ngẫu nhiên liên tục với hàm mật độ fX
 bị chặn và có giá com-pắc 

trong [ , ]  . Trong bài viết, chúng tôi khảo sát bài toán ước lượng fX
 trên cơ sở một mẫu ngẫu 

nhiên từ phân phối của biến ngẫu nhiên Y được sinh ra từ mô hình Y X   . Ở đây,   là một 

nhiễu ngẫu nhiên tuân theo một phân phối biết trước. Bằng cách áp dụng phương pháp ước lượng 

chuỗi trực giao, chúng tôi đề xuất một ước lượng phi tham số cho fX
. Sau đó, chúng tôi thiết lập 

một số kết quả hội tụ của ước lượng tương ứng theo sai số bình phương tích phân trung bình dưới 

một số điều kiện nào đó đặt ra trên các phân phối của X  và  .  

Từ khóa: bài toán giải chập mật độ; ước lượng chuỗi trực giao; sự bền vững; các cấp độ hội tụ. 

 

ABSTRACT: Let X  be a continuous random variable with a density function fX
 blocked and  has a 

compact supported   on [ , ]  . In this study, we examine the estimation problem fX
 on the basis of a 

random sample from the distribution of random variables Y generated by the model Y X   . 

Here   is a random variable compiled with a known distribution. By applying an orthogonal series 

estimation method, we propose a nonparametric estimator of fX
. We then establish some 

convergence results of the respective estimates against the mean integral squared error under some 

certain conditions set on the distributions of X  and  . 

Key words: density deconvolution problem; orthogonal series estimator; consistency; levels of convergence. 

 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Cho X ,Y  và   là các biến ngẫu nhiên liên tục, 

nhận các giá trị thực và liên hệ nhau thông qua đẳng 

thức Y X   . Giả thiết các biến X  và   là độc lập. 

Gọi fY
, fX

 và f  lần lượt là hàm mật độ của Y , X  

và  , trong đó, giả thiết fX
 là hàm bị chặn và có giá 

chứa trong đoạn [ , ]  . Thêm vào đó, giả thiết f  

được biết chính xác. Cho ( , , )
1

Y Yn  là một mẫu 

ngẫu nhiên kích thước n  được chọn từ phân phối của 

Y . Bài toán đặt ra là ước lượng ( )f xX
, [ , ]x   , 

trên cơ sở các quan trắc ngẫu nhiên , , ,
1 2

Y Y Yn  cũng 

như hàm mật độ f  của  . Bài toán này thuộc loại 

các bài toán ngược trong thống kê. 

Giả thiết về sự độc lập của X  và   dẫn đến 

phương trình f f fY X   , trong đó hàm 

( )( ) : ( ) ( )f f x f x u f u duX X


   
 là tích chập của fX

 

và f . Như vậy, bài toán xác định fX
 chính là bài 

toán giải phương trình tích chập trên, còn được gọi 



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐẠI HỌC VĂN LANG                                                  Số 23, Tháng 9 – 2020 

70 

là bài toán giải chập mật độ. Phạm vi ứng dụng của 

bài toán này khá rộng, chẳng hạn trong thống kê y 

học [1, tr.1176-1185], kinh tế lượng [2], phân tích 

hồi quy [3, tr.145-168], thiên văn học [4, tr.483-

506]... Thập niên 80, thế kỷ XX được xem là giai 

đoạn mở đầu cho việc nghiên cứu bài toán này, các 

nghiên cứu tiên phong tiêu biểu [5, tr.169-184], [6, 

tr.1184-1186], [7, tr.3325-3342], [8, tr.1257-1272]. 

Từ đó đến nay, bài toán này được nghiên cứu sâu 

rộng trên nhiều khía cạnh khác nhau, như sự bền 

vững, sự tối ưu về tốc độ hội tụ, sự lựa chọn các 

tham số chỉnh hóa theo dữ liệu... Những tổng hợp 

tương đối đầy đủ về bài toán này có thể tìm thấy 

trong bài viết của A. Meister [9]. 

Về cơ bản, phương pháp ước lượng nhân 

giải chập là cách tiếp cận phổ biến nhất cho ước 

lượng fX
. Phương pháp này được giới thiệu lần 

đầu tiên [5, tr.169-184] và được cải tiến trong 

nhiều nghiên cứu sau đó. Các ước lượng loại 

nhân có hạn chế trong việc cài đặt trên máy tính 

vì cần dùng đến một phương pháp số thích hợp để 

tính xấp xỉ tích phân. Ngoài ra, nó cũng chỉ được 

sử dụng với điều kiện ( ) 0t   với mọi t  R , 

trong đó,   là hàm đặc trưng của  . Có nhiều 

phân phối thỏa mãn điều kiện này, chẳng hạn như 

các phân phối chuẩn, Cauchy, Laplace... Tuy 

nhiên, cũng có một vài phân phối thông dụng vi 

phạm điều kiện này, điển hình là các phân phối 

đều và tam giác. Một vài nghiên cứu [10, 2023-

2053], [11, 201-231] đã phát triển phương pháp 

sóng nhỏ (wavelet method) để xây dựng các ước 

lượng chuỗi trực giao cho fX
. Tuy nhiên, ứng 

dụng của những nghiên cứu này bị giới hạn trong 

điều kiện 


  không triệt tiêu trên R . Bài viết 

[12] giới thiệu một ước lượng chuỗi trực giao cho 

fX
 dưới giả thiết các không điểm (zeros) của 

hàm   được biết chính xác và tuần hoàn. Nếu sự 

tuần hoàn này bị bỏ đi, phương pháp được đề 

nghị trong bài viết này cũng không thể áp dụng. 

Cho đến nay, chúng tôi vẫn chưa thấy có nghiên 

cứu nào phát triển một phương pháp ước lượng 

chuỗi trực giao cho fX
 mà có thể được áp dụng 

bất kể là   có không điểm trong R , thậm chí 

không nhất thiết phải biết chính xác vị trí các 

không điểm trong trường hợp   có không điểm.. 

2. NỘI DUNG 

2.1. Các ký hiệu 

Sau đây, chúng tôi giới thiệu một số ký hiệu sẽ 

được sử dụng trong bài báo này. Các ký hiệu N , Z  

và R  tương ứng biểu thị các tập hợp số nguyên 

dương, số nguyên và số thực. Với một tập con hữu 

hạn A  của Z , ký hiệu | |A  biểu thị số phần tử của A  

kỳ vọng và phương sai của một biến ngẫu nhiên U  

lần lượt được ký hiệu là UE  và Var U . Ngoài ra, ký 

hiệu 
U

 biểu thị hàm đặc trưng của U , tức là 

( ) : ( )
itU

t eU  E  với t  R  và i  là đơn vị ảo. Với 

các tham số dương an  và bn  phụ thuộc vào cỡ mẫu 

n , ký hiệu ( )a O bn n  có nghĩa rằng, tồn tại một 

hằng số dương C  không phụ thuộc vào n  sao cho 

a Cbn n  với mọi n  đủ lớn. Ngoài ra, ta viết 

a bn n  khi ( )a O bn n  và ( )b O an n . 

2.2. Ước lượng 

Trước tiên, nhắc lại rằng, 
2

([ , ])L    là 

một không gian Hilbert với tích vô hướng 

, : ( ) ( )u v u x v x dx


   với mọi 
2

, ([ , ])u v L    

và được trang bị chuẩn : , .u u u

 

Ngoài ra, 

nếu  k k


Z
 là một cơ sở trực chuẩn của 

2
([ , ])L    thì với bất kỳ hàm 

2
([ , ])u L   , ta 

có biểu diễn ,u uk k k
   . 

Ta trở lại vấn đề ước lượng fX
. Dưới giả thiết rằng, 

hàm fX
 bị chặn trên [ , ]  , ta có 

2
([ , ])f LX    . Vì 

họ  1/2
(2 ) :

ikx
e k


 Z  là một cơ sở trực chuẩn đầy đủ 

trong không gian Hilbert 
2

([ , ])L    nên ta biểu diễn 

( )f xX
 (với [ , ]x   ) dưới dạng: 
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1 1
( ) ,

2 2

ikx ikx
f x f e eX Xk



  

 

( )1 1
( )

2 2 ( )

kikx ikxY
k e eXk k k

   
    
    

(1) 

Nếu ( )Z    , trong đó  ( ) : : ( ) 0Z k k      Z  

sử dụng các đẳng thức  

, ( ) ( )
ikx ikx

f e f x e dx kX X X


     và 

Y X    . Với mẫu ngẫu nhiên ( , , )
1

Y Yn , ta 

sử dụng đại lượng 1
ˆ ( ) : 1

ikY jn
k n ejY


   

 để ước 

lượng ( )kY  , với mỗi k  Z . Trong (1), bằng 

cách thay ( )kY   bởi ˆ ( )kY  , ta thu được một 

ước lượng hình thức cho ( )f xX
 dưới dạng sau: 

ˆ ( )1
( ) :

2 ( )

k ikxY
f x eX k k

  

  

 

Tuy nhiên, ta thấy fX
 có thể không xác 

định vì hai lý do sau và nhất thiết phải đề xuất 

một phiên bản hiệu chỉnh cho fX
. Lý do đầu 

tiên là vì lim 1 / ( )
| |

k
k

   
. Ta có thể giải 

quyết vấn đề này bằng cách chặt cụt chuỗi 

thành một tổng hữu hạn nhằm mục đích loại bỏ 

các giá trị | |k  đủ lớn. Lý do thứ hai là nếu 

( )Z     thì 1/ ( )k   với ( )k Z   sẽ không 

xác định. Ý tưởng để giải quyết vấn đề này là 

thay thế đại lượng ( )k   trong mẫu số bởi 

một tham số dương phụ thuộc vào cỡ mẫu n  

bất cứ khi nào ( )k   trở nên đủ gần 0 . Tổng 

hợp từ các phân tích ở trên, chúng tôi đề nghị 

ước lượng ( )f xX
 với [ , ]x    bởi đại lượng: 

 
ˆ( ) ( )1

ˆ ( ) :
; , 22 max | ( ) | ;

ikx
N k k en Y

f x
X Nn n k Nn k n

  


   

 (2) 

Trong đó, các tham số Nn N  và (0, )n    

phụ thuộc vào cỡ mẫu n  và sẽ được chọn sau. 

2.3. Sự hội tụ của ước lượng 

2.3.1. Mệnh đề 

Xét ước lượng ˆ
; ,

f
X Nn n

 trong (2). Với bất 

kỳ Nn N  và 0n  , ta có 

2 1 1 1
ˆ

; , 1; , 2; , 3;
2 2 2

f f E E EXX N N N Nn n n n n n n
   

  
  

E
 

Trong đó: 

 

2
2

| ( ) | 2
: 1 | ( ) | ,

1; , 2
max | ( ) | ;

Nn k
E kXNn n k Nn k n


  

   
 

 

2
| ( ) |1

: ,
2; , 4 2

max | ( ) | ;

Nn k
E

Nn n k Nn n k n




     

2
: ( )

3; | |
E kXNn k Nn

 
  

Chứng minh: Ta có: 

 

2

2 ˆ( ) ( )1 1
ˆ ( ) .

; , 22 2max | ( ) | ;

ikx
N k k en ikxY

f f k e dxX XX Nn n k N kn k n

   
          

E E

 

Vì họ { : }
ikx

e k Z  là trực giao và vì đẳng 

thức 
2 2

VarU a U a U   E E , ta suy ra: 

 

 

 

2

2 ˆ( ) ( ) 21 1
ˆ ( ) ( )

; , 2 | |2 2max | ( ) | ;

2

ˆ( ) ( )1
( )

22 max | ( ) | ;

ˆ( ) ( ) 21 1
Var ( ) .

2 | |2 2max | ( ) | ;

N k kn Y
f f k kX X XX Nn n k N k Nn nk n

N k kn Y
kXk Nn k n

N k kn Y
kXk N k Nn nk n

  
       

    

  
   

  

  
   

   

 
 
 
 

 
 
 
 

E E

E

 

Kết hợp đẳng thức này với các đánh giá 

     

2
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) | ( )

2 2 2
max | ( ) | ; max | ( ) | ; max | ( ) | ;

k k k k k kY Y X

k k kn n n

          
 

       

 
 
 
 

E
E

 

     

2 2ˆ ˆ( ) ( ) | ( ) | Var ( ) | ( ) |
Var

2 4 2 4 2
max | ( ) | ; max | ( ) | ; max | ( ) | ;

k k k k kY Y

k k n kn n n

        
 

       

 
 
 
 

 

Ta nhận được kết luận của mệnh đề. 

Cho trước 0   và 0L  . Ta ký hiệu ,S L  

là tập hợp tất cả các hàm mật độ f  sao cho hàm đặc 

trưng 
f

  tương ứng, xác định bởi ( ) : ( )
itx

t f x e dx
f


    

với t  R , thỏa mãn 
2 2

( )k k Lk f

  
. Với 

lớp ,S L , ta ký hiệu 2
ˆ ˆ[ ; ] : sup,; , ; ,

,

R f S f fL XX N X Nn n n nf SX L

  
 

E
, 

gọi là rủi ro tối đa của ước lượng ˆ
; ,

f
X Nn n

 trên 

lớp ,S L . Sau đây, dưới các điều kiện ràng 

buộc nào đó cho  , chúng ta sẽ thiết lập một 

số chặn trên về tốc độ hội tụ của 
ˆ[ ; ],; ,

R f S LX Nn n  . Thật ra, ta đưa ra hai giả 

thiết liên quan đến   như sau: 
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(A.1): Tồn tại , 0
1

c    sao cho 

( ) (1 | |)
1

t c t


    với t  R .  

(A.2): Tồn tại , , , , 0
2

c       và 0   sao cho 

| |
( ) sin( ) (1 | |)

2
t

t c t t e
 

     với .t  R  

2.3.2. Định lý 

Cho 0   và 0L  . 

a) Dưới giả thiết (A.1), chọn 
1/(2 2 1)

N nn
 

 

và 
2 /(2 2 1)

nn
   

  , ta được  

 2 /(2 2 1)ˆ[ ; ] .,; ,
R f S O nLX Nn n

   


 

b) Cho giả thiết (A.2) được thỏa mãn. Nếu 

0   thì chọn 
2/(8 4 4 6 3)

N nn
   

và 

(8 4 4 2 1)/(8 4 4 6 3)
nn
        

 , ta 

được  4 /(8 4 4 6 3)
.ˆ[ ; ],; ,

OR f S nLX Nn n

     


 

Nếu 0   thì chọn nn


 , 

1/
( ln )N nn


  với 0 1    và 0 / (2 )     , 

ta được  2 /ˆ[ ; ] (ln ) .,; ,
R f S O nLX Nn n

  


 

Chứng minh: a) Giả sử 
,f SX L 

. Đặt 

2
: { [ , ] :| ( ) | }

,
A k N N kn n nNn n

     
 và xét 2

0 / 4
1

cn


   . 

Với bất kỳ 
,

k A
Nn n




, ta có 
22

(1 | |)
1

c k n
 

    hay 

22
/ (1 | |)

1
c kn


   . Vì 2

0 / 4
1

cn


   , ta suy ra 1k  , 

do đó 22
/ 4 | |

1
c kn

 
 

, tương đương 1/(2 )2
[ / (4 )] :

1
k c Mn n


   . 

Tóm lại, { : }.
,

A k k MnNn n
  


Z  Sử dụng quan hệ 

này và giả thiết ,f SX L  , ta có đánh giá: 

 

2 2
| ( ) | | ( ) |

1; , 1/(2 )2[ /(4 )],
1

/2 2 2
| ( ) | | | | | .

1/(2 )2[ /(4 )]
1

E k kX XNn n k A k cNn n n

k k k O nX
k c n

    
   

   
   

 

 

Tiếp theo, ta có: 
2 1

1 1 1 22
(1 | |) ,

2; , 12
| ( ) |

N Nn n Nn
E c k O

Nn n k N k Nn n nn nk




    
  

 
 
   

2 2 2 2
( ) .

3; | |
E k k k LNnXN k Nn n

    
   


 

Kết hợp Mệnh đề 2.3.1 với các đánh giá 

trên của 1; ,
E

Nn n
, 2; ,

E
Nn n

 và 3;
E

Nn
, ta suy ra 

2 1
/ 2ˆ[ ,; ,

.; ] O
Nn

R f S Nn nLX Nn n n


   

   

 
 
 

 

Chọn 1/(2 2 1)
N nn

   và 2 /(2 2 1)2
N nn n

    
  , 

ta được  ˆ[ ; ],; ,
2 /(2 2 1)

.R f S O nLX Nn n


   
  

b) Giả sử ,f SX L  . Ta có: 

 
2 11 1

,
2; , 2

max | ( ) | ;

Nn Nn
E

Nn n k Nn nn k nn


 

   

2 2 2 2
( ) .

3; | |
E k k k LNnXN k Nn n

    
   


 

Tiếp theo, ta tập trung vào việc đánh giá 

1; ,
E

Nn n
. Với 0n   mà sẽ được chọn sau, đặt: 

 : [ , ] :| ( ) | ,
1; ,

A k N N kn n nNn n
     

Z  

 : [ , ] :| ( ) | .
2; ,

A k N N kn n nNn n
     

Z  

Với mỗi 
1; ,

k A
Nn n




, tồn tại duy nhất số 

nguyên l
k

 phụ thuộc vào k  sao cho 

(2 1) / (2 ) (2 1) / (2 )l k l
k k
        , và do đó 

/ / (2 )k l
k

      . Từ đó, ta có đánh giá: 

| |
( ) sin( ) (1 | |)

2

sin (1 )
2

2
2 .

2

k
k c k k en

l Nk nc k N en

l Nk nc k N en

 
     


 

   



  

 
 

 
 
 

 
 
 

 

Do vậy, [ / ; / ] :
,

k l R l R In nk k k n
         

với 
// 1 1/ / 1/

: 2
2

NnR c N en n n

       
   . Với lưu ý 

rằng 1 / 2 /l Nnk
    , ta kết luận 

( ).
1; , ,

1/2 /
A I

N k nn n l Nnk




   
Z  Đánh giá này cho thấy: 

1; , ,
1/2 /

// 1 1/
.

A I
N k nn n l Nnk

NnO N en n




   

   
 

 
 
 

Z

 

Bây giờ, ta có: 
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2
2

| ( ) | 2
1 | ( ) |

1; , 2
max | ( ) | ;1; ,

2
2

| ( ) | 2
1 | ( ) |

2
max | ( ) | ;2; ,

2 2
(2 1) // 1 1/

.
1; , 4 4

k
E kXNn n k A kNn n n

k
kXk A kNn n n

N NNn n n nnA O N en nNn n
n n


  

    


  

   

     
    


 

 
 
 

 

Kết hợp Mệnh đề 2.3.1 với các đánh giá của 

1; ,
E

Nn n
, 

2; ,
E

Nn n
 và 

3;
E

Nn
 ở trên, ta suy ra: 

2
// 1 1/ 2ˆ[ ; ],; 4

.
,

N NN n n nnR f S N e Nn n nLX Nn n n
O

nn

      
    



 
 
 

 

 Khi 0  , ta chọn nn


 , 1/
( ln )N nn


  

và 
a

nn


  với 0 1   , 0 / (2 )      và 

/ 2k a    , và khi đó ta được 

 ˆ[ ; ],; ,
2 /

(ln ) .R f S L O
X N n

n
n








   

Định lý đã được chứng minh. 

3. KẾT LUẬN 

Bài viết đã khảo sát mô hình sai số đo cộng tính 

Y X    và giới thiệu một ước lượng chuỗi trực giao 

phụ thuộc vào hai tham số chỉnh hóa cho hàm mật độ 

fX
 của X  trên cơ sở mẫu ngẫu nhiên ( , , , )

1 2
Y Y Yn  

từ phân phối của Y . Uớc lượng này là vững theo trung 

bình tương ứng với sai số bình phương tích phân trung 

bình. Dưới một số điều kiện chính quy được giả định 

cho các hàm đặc trưng của X  và  , một số tốc độ hội 

tụ theo cỡ mẫu n  đã được thiết lập. 
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