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TÓM TẮT 

Trong nhiều thập kỉ qua, nhiều công trình nghiên cứu khoa học đóng góp không ngừng trong 

lĩnh vực thị giác máy tính nói chung cũng như nghiên cứu phân đoạn ảnh nói riêng. Trong đó, phân 

đoạn ảnh là quá trình tiền xử lí quan trọng trong hầu hết các ứng dụng xử lí ảnh. Chúng tôi tóm tắt 

và đánh giá các kĩ thuật phân đoạn ảnh và phân chia các kĩ thuật này thành các nhóm gồm: kĩ thuật 

dựa trên phát hiện cạnh/biên, kĩ thuật phân ngưỡng, phương trình vi phân, phương pháp gom nhóm, 

kĩ thuật dựa trên phân hoạch đồ thị. Tiếp theo, chúng tôi trình bày ưu điểm và khuyết điểm của thuật 

toán Ncuts, là thuật toán kinh điển khá phổ biến trong phân đoạn ảnh dựa trên đồ thị. Thuật toán 

Ncuts (Shi, & Malik, 2000) được đưa ra năm 2000 nhưng đã được áp dụng thành công và cho kết 

quả tối ưu cho nhiều ứng dụng xử lí ảnh cũng như các ứng dụng khoa học kĩ thuật. 

Từ khóa: eigenvalue; graph-cut; Ncuts 

 

1. Bài toán phân đoạn ảnh 

Ảnh số ngày càng trở nên phổ biến và phong phú hơn, đặc biệt là có liên quan đến 

nhiều ứng dụng khoa học kĩ thuật. Ảnh số được xem là một trong những phương tiện quan 

trọng nhất trong việc truyền tải thông tin trong lĩnh vực thị giác máy tính. Việc hiểu các 

thông tin từ ảnh giúp thực hiện được nhiều nhiệm vụ trong các ứng dụng khoa học kĩ thuật 

như xác định các tế bào ung thư trong y khoa, xác định vị trí sân bay từ dữ liệu điều khiển 

cảm biến. Và mục tiêu cần thiết phải xác định các phân vùng hay các đối tượng trong ảnh để 

xử lí hay rút trích thông tin ở mức cao là rất quan trọng trong các quá trình xử lí ảnh và thị 

giác máy tính (Wang, Jensen, & Im, 2010; Wang, Kong, Lu, Qi, & Zhang, 2008; Guo, Ng, 

Goubran, Petersen, Piechnik, Neubauer, & Wright, 2020). 

Phân đoạn ảnh là quá trình phân chia ảnh thành các vùng không giao nhau hay các đối 

tượng như tập các điểm ảnh, hoặc vùng gồm các điểm ảnh có tính chất tương đồng nhau theo 

một tiêu chuẩn đồng nhất nào đó, ví dụ như màu sắc, cường độ, kết cấu, mức xám… để từ 
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đó xác định vị trí đối tượng và biên trong ảnh (Dass, Priyanka, & Devi, 2012). Đây là một 

trong những nhiệm vụ quan trọng nhất trong phân tích ảnh số tự động vì các kết quả của 

phân đoạn ảnh sẽ có ảnh hưởng cốt yếu đến tất cả các quá trình tiếp theo trong nhiều ứng 

dụng của xử lí ảnh và thị giác máy tính, như biểu diễn và mô tả đối tượng trong ảnh, xử lí 

nhận dạng đối tượng, phân loại ảnh, nén ảnh dựa trên đối tượng hay truy vấn ảnh dựa trên 

nội dung… 

Trong lĩnh vực thị giác máy tính và xử lí ảnh, phân đoạn ảnh là một trong những công 

đoạn quan trọng và được quan tâm nghiên cứu rất nhiều do tính cần thiết trong nhiều ứng 

dụng. Quá trình phân đoạn ảnh số còn có nhiều đóng góp quan trọng trong nhiều lĩnh vực 

(Hoang, & Nguyen, 2018; Almotiri, Elleithy, & Elleithy, 2018; Jain, Prabhakar, Member, & 

Hong, 1999; Chandra, & Bajpai, 2019; Wang, Jensen, & Im, 2010; Wang, Kong, Lu, Qi, & 

Zhang, 2008; Dimauro, & Simone, 2020; Guo, Ng, Goubran, Petersen, Piechnik, Neubauer, 

& Wright, 2020) như y tế, viễn thám, dự báo thời tiết, các bài toán nhận dạng, các bài toán 

giao thông... 

2. Các hướng tiếp cận 

Việc nghiên cứu phân đoạn ảnh đã có nhiều thành tựu và nhiều kĩ thuật phân đoạn ảnh 

được đưa ra. Tuy nhiên, không có một phương pháp nào là tốt nhất cho các loại ảnh khác 

nhau, cũng như không phải tất cả các phương pháp là tốt nhất cho một loại ảnh đặc trưng 

nào. Vì vậy, việc lựa chọn kĩ thuật phân đoạn ảnh nào đó còn dựa trên tính chất của ảnh và 

vấn đề cần giải quyết. Có nhiều cách để phân loại các kĩ thuật này, theo (Dass, Priyanka, & 

Devi, 2012; Misal, & Singh, 2013; Cheng, Jiang, Sun, & Wang, 2001) các kĩ thuật có thể 

phân loại. 

a. Hướng tiếp cận phát hiện cạnh/biên 

Kĩ thuật này dựa trên việc phát hiện các cạnh hay các điểm ảnh giữa các vùng khác 

nhau về mức độ biến đổi cường độ nhằm thành các biên giữa các vùng hay đối tượng 

(Zaitoun, & Aqel, 2015). Hai phương pháp phân đoạn dựa trên cạnh cơ bản là: lược đồ xám 

của ảnh và kĩ thuật dựa trên biến đổi gradient. Để phát hiện các cạnh, một trong những kĩ 

thuật phát hiện cạnh cơ bản (Senthilkumaran, & Rajesh, 2009; Kirti, & Bhatnagar, 2017; 

Dhankhar, & Sahu, 2013; Ganesan, & Sajiv, 2017) như toán tử sobel, toán tử prewitt, toán 

tử Robert, toán tử Canny, Wavelets... 

Theo bài báo (Hoang, & Nguyen, 2018) đã xây dựng một phương pháp tiếp cận tự 

động để khảo sát định kì kết cấu tường bê tông. Cách tiếp cận mới nhằm xác định nhanh 

chóng và chính xác các vết nứt trên bề mặt tường bê tông bằng cách phân tích hình ảnh thu 

được bằng máy ảnh kĩ thuật số. Nghiên cứu so sánh về hiệu suất của các thuật toán Roberts, 

Prewitt, Canny và Sobel cho phép phát hiện cạnh được tối ưu hóa mô hình để nhận biết vết 

nứt tường bê tông. Tác giả (Ganesan, & Sajiv, 2017) trình bày đánh giá hiệu suất của các 

phương pháp phát hiện cạnh khác nhau được thực hiện trên các hình ảnh khác nhau bằng 

Matlab. Kết quả đánh giá điểm tích cực và điểm yếu của các phương pháp phát hiện cạnh 

https://ieeexplore.ieee.org/author/37085447897
https://ieeexplore.ieee.org/author/37085447897
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được lập trong bảng. Trong số các phương pháp phát hiện cạnh tiêu chuẩn, toán tử canny 

cho kết quả rất tốt, đặc biệt là trong điều kiện nhiễu. Về độ chính xác, phương pháp dựa trên 

Wavelets chính xác hơn và tốt hơn so với các phương pháp khác. 

Hướng tiếp cận phương pháp phát hiện cạnh/biên là phương pháp hoạt động dựa trên 

tích chập mặt nạ nhằm tìm ra biên đối tượng trong phân đoạn ảnh. Ưu điểm của phương 

pháp trên đơn giản, cho hiệu suất tốt khi phát hiện cạnh dọc và ngang. Nhược điểm của 

hướng tiếp cận phụ thuộc mức độ nhiễu của ảnh nên độ chính xác không cao. 

b. Hướng tiếp cận phân ngưỡng 

Kĩ thuật này (Sezgin, & Sankur, 2004) tách biệt giữa nền ảnh và đối tượng bằng việc 

đặt một giá trị ngưỡng. Những điểm ảnh thuộc về phần tiền cảnh có cường độ cao hơn hoặc 

bằng giá trị ngưỡng cho trước, và ngược lại là những điểm ảnh thuộc về nền ảnh, ví dụ các 

kĩ thuật k-mean, kĩ thuật P-Tile, Histogram-shaped-based… Tuy nhiên, nếu hình ảnh phức 

tạp và chứa nhiều đối tượng thì ngưỡng hai cấp không hiệu quả (Khairuzzaman, & 

Chaudhury, 2017). Vì vậy, ngưỡng nhiều cấp được sử dụng để phân đoạn một hình ảnh và 

việc lựa chọn các giá trị thích hợp của các ngưỡng là rất quan trọng để có được một phân 

đoạn tốt. Các kĩ thuật lựa chọn ngưỡng tối ưu tìm kiếm các ngưỡng bằng cách tối ưu hóa 

một hàm mục tiêu. Phương pháp Kapur (Manic, Priya, & Rajinikanth, 2016) và phương pháp 

Otsu (Yang, Shen, Long, & Chen, 2012) dựa trên phương sai tạo ngưỡng tối ưu được sử 

dụng rộng rãi. 

Ứng dụng (Almotiri, Elleithy, & Elleithy, 2018) kĩ thuật phân đoạn ngưỡng được sử 

dụng rộng rãi trong nghiên cứu liên quan đến phân đoạn hình ảnh y tế, nơi các mô và cơ 

quan khác nhau trong cơ thể con người được thể hiện ở các mức xám khác nhau. Hoặc ứng 

dụng (Jain, Prabhakar, Member, & Hong, 1999) trong nhận dạng vân tay sử dụng phương pháp 

xác thực và xác thực sinh trắc học phổ biến nhất vì khả năng chấp nhận cao, tính bất biến và 

tính duy nhất. Giai đoạn quan trọng nhất trong hệ thống nhận dạng vân tay tự động đó là phân 

loại vân tay. Phân loại cho phép một dấu vân tay đầu vào chỉ được so khớp với một tập hợp 

con của cơ sở dữ liệu. Nhằm giảm bớt sự phức tạp trong tìm kiếm và không gian, việc phân 

chia một cách có hệ thống cơ sở dữ liệu thành các lớp khác nhau là rất cần thiết. 

Hướng tiếp cận phân ngưỡng dựa trên các đỉnh trong biểu đồ histogram để tìm ra giá 

trị phân ngưỡng cho phân đoạn đối tượng trong ảnh. Vì vậy, ưu điểm hướng tiếp cận này 

không cần biết thông tin về ảnh cần phân đoạn trước khi phân đoạn ảnh. Nhược điểm của 

hướng tiếp cận phụ thuộc vào các đỉnh trong biểu đồ histogram và đặc điểm không gian 

không được cân nhắc. 

c. Hướng tiếp cận phương trình vi phân 

Phương trình vi phân (Partial Differential Equation – PDE) là phương pháp (Ruthotto, 

& Haber, 2020) không thể thiếu để mô hình hóa nhiều hiện tượng vật lí và giải quyết phân 

đoạn ảnh trong xử lí ảnh bằng phương pháp chủ yếu dựa trên những thay đổi về cường độ 

hoặc màu sắc của ảnh dựa trên mô hình PDE và giải phương trình PDE. Các ví dụ chứng 
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minh rằng việc tiền xử lí bằng các kĩ thuật PDE cải thiện đáng kể việc phân đoạn ban đầu và 

phương pháp phân đoạn thu được cho kết quả tốt hơn so với một số kĩ thuật truyền thống 

(Weickert, 2001). 

Ứng dụng phân đoạn ảnh với nhiều đối tượng có dạng lồi trong thế giới thực (Luo, Tai, 

Huo, Wang, & Glowinski, 2019). Bài báo đề xuất một phương pháp kết hợp hình dạng lồi 

trước để phân đoạn nhiều đối tượng được phân tích về mặt lí thuyết. Các điều kiện biên đặc 

biệt cũng được đặt ra để có được thuật toán hiệu quả cho phương trình đạo hàm riêng. Ngoài 

ra, phương pháp chỉ cần một hàm thiết lập mức không phụ thuộc vào số lượng đối tượng. Vì 

vậy, sự gia tăng số lượng đối tượng không dẫn đến sự gia tăng của mô hình và độ phức tạp 

của thuật toán. Ngoài ra, một ứng dụng khác (Chandra, & Bajpai, 2019) cho phép phân đoạn 

các khối u não lành tính, cho phép phân biệt với khối u ác tính là một trong những căn bệnh 

nguy hiểm đến tính mạng. Các tế bào khối u lành tính có các đặc điểm rất giống với các tế 

bào khỏe mạnh xung quanh của nó. Độ chính xác cao đạt được bằng cách sử dụng phương 

trình đạo hàm riêng trong việc bóc tách vùng u não lành tính. 

Hướng tiếp cận phương trình vi phân dựa trên mô hình hoạt động của phương trình vi phân. 

Vì vậy, ưu điểm hướng tiếp cận này là phương pháp tốt cho các ứng dụng cần ít thời gian xử lí 

phân đoạn ảnh và phương pháp trên không phụ thuộc vào số lượng đối tượng cần phân đoạn. 

d. Hướng tiếp cận gom nhóm 

Các điểm ảnh có tính tương đồng sẽ được gom nhóm thành các cụm theo một tiêu 

chuẩn tương đồng nào đó dựa trên đặc trưng của ảnh như cường độ, kết cấu, màu sắc… và 

xét thêm quan hệ giữa các điểm ảnh khi phân nhóm và cập nhật giá trị đại diện cho mỗi 

nhóm. Các kĩ thuật gom nhóm thường dùng như k-Means, FCM (Kamil, & Salih, 2019; 

Bezdek, 2013)… 

Trong ứng dụng viễn thám khi sử dụng dữ liệu có độ phân giải không gian cao. Một 

trong những bước đầu tiên của phân tích ảnh dựa trên đối tượng là tạo ra các vùng đồng nhất 

từ ảnh. Bài báo sử dụng thuật toán phân cụm k-means cho phép phân đoạn ảnh dựa trên vùng 

tự động, được thiết kế đặc biệt cho các ứng dụng viễn thám (Wang, Jensen, & Im, 2010). 

Một ứng dụng (Wang, Kong, Lu, Qi, & Zhang, 2008) phân đoạn ảnh trong giai đoạn đầu của 

quá trình phân tích lâm sàng hình ảnh não MRI. Để giảm hiệu ứng nhiễu trong quá trình 

phân đoạn, phương pháp được đề xuất kết hợp cả bối cảnh không gian cục bộ và thông tin 

không cục bộ vào thuật toán phân cụm FCM. Hiệu quả của thuật toán đề xuất được chứng 

minh bằng các thực nghiệm so sánh với các thuật toán hiện đại khác. Ngoài ra, có giải pháp 

cải tiến kĩ thuật gom cụm FCM để phân đoạn hình ảnh não MRI (Chen, Zhang, Zheng, Jeon, 

& Wu, 2016; Ding, & Fu, 2016; Huang, Meng, Zhou, Jiang, & Manogaran, 2019; Bai, 

Zhang, Liu, & Chen, 2019; Kouhi, Seyedarabi, & Aghagolzadeh, 2020). 

Hướng tiếp cận gom cụm dựa trên sự phân chia thành các cụm đồng nhất. Vì vậy, 

hướng tiếp cận này cho thấy kết quả vượt trội so với các phương pháp hiện có khác nhưng 

nhạy với nhiễu nên chưa cải thiện độ chính xác. 
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e. Hướng tiếp cận phân hoạch đồ thị 

Các hướng tiếp cận trên giải quyết tốt bài toán phân đoạn nếu các đối tượng bên trong 

ảnh phân biệt rõ, ngược lại các đối tượng có độ tương phản gần nhau (nghĩa là biên giữa 2 

đối tượng có độ tương phản giống nhau), các phương pháp trên rất khó phân biệt trong quá 

trình phân đoạn ảnh. Tuy nhiên, hướng tiếp cận phân hoạch đồ thị sẽ giải quyết tốt bài toán 

này. Cụ thể, xây dựng đồ thị mà mỗi node là một điểm ảnh, cạnh nối giữa hai điểm ảnh này 

chính là độ chênh lệch. Bài toán phân đoạn ảnh giờ trở thành bài toán tìm các đồ thị con, với 

mỗi đối tượng được phân đoạn là 1 cụm đồ thị con. 

Việc nghiên cứu phân đoạn ảnh dựa vào lí thuyết đồ thị đã có nhiều kĩ thuật tiến bộ. 

Cụ thể, nhiều thuật toán mới ra đời đã chứng minh rằng phương pháp này là một hướng 

nghiên cứu đầy hứa hẹn trong cộng đồng nghiên cứu phân đoạn ảnh. Các phương pháp dựa 

trên lí thuyết đồ thị đã có nhiều ứng dụng quan trọng trong lĩnh vực thị giác máy tính, đặc 

biệt là các ứng dụng trong phân đoạn ảnh (Zhu, Zhang, Xu, & Deng, 2021; Hawas, Guo, Du, 

Polat, & Ashour, 2020; Bejar, Guimaraes, & Miranda, 2020; Wang, Oda, Hayashi, Yoshino, 

Yamamoto, Frangi, & Mori, 2020). Dựa trên các nguyên lí cấu trúc hình thức về mức độ 

tương đồng hoặc lân cận trong việc gom nhóm thị giác, đồ thị được chia thành các vùng 

tương ứng với một vùng hay đối tượng nào đó trong ảnh. Kết quả phân đoạn của các phương 

pháp này chỉ sử dụng ngưỡng cố định và tính toán cục bộ, chưa thể hiện được tính chất toàn 

cục, nên các phân vùng thường chia nhỏ và không như mong muốn. Những năm gần đây, 

phương pháp phân đoạn ảnh bằng đồ thị sử dụng hàm tính toàn cục được đề xuất với kết quả 

phân đoạn cuối cùng tốt hơn và đáp ứng được yêu cầu của nhiều ứng dụng thị giác (Zhang, 

Zhang, & Peng, 2013; Huttenlocher, & Felzenszwalb, 2004): 

- Phương pháp tìm cây bao trùm tối tiểu của đồ thị (Minimal Spanning Tree – MST): 

các thuật toán MST cho phân đoạn ảnh định nghĩa ảnh bằng đồ thị có trọng số theo không 

gian đặc trưng nào đó, xem việc gom nhóm các điểm ảnh được thực hiện như việc tìm cây 

bao trùm tối tiểu của đồ thị tương ứng với ảnh đầu vào. Đồ thị được chia thành các đồ thị 

con bằng cách xóa đi các cạnh sao cho thỏa tổng trọng số nhỏ nhất. 

- Phương pháp graph-cut với các hàm giá trị: tương tự với MST cũng định nghĩa dựa 

trên đồ thị có trọng số và phân vùng đồ thị mang tính toàn cục. Phương pháp graph-cut có 

thể xem là mẫu chung cho các ứng dụng phân đoạn ảnh bằng kĩ thuật phân vùng đồ thị. Đây 

là một thuận lợi cho các ứng dụng khác nhau vì có thể định nghĩa các tiêu chuẩn ‘cut’ khác 

nhau, hay tối ưu hóa các hàm tính toán giá trị toàn cục cho việc phân vùng đồ thị cho ứng 

dụng riêng biệt nào đó, ví dụ tiêu biểu là thuật toán max-flow/min-cut, mô hình Markov 

random field. Các phương pháp tiêu biểu cho phương pháp graph-cut như minimal cut, Ncuts, 

mean cut, ratio cut (Wang, & Siskind, 2001; Wang, & Siskind, 2003). 

- Phương pháp dựa trên tìm đường đi ngắn nhất của đồ thị: biên của đối tượng hay vùng 

của ảnh được định nghĩa như tập cạnh là đường đi ngắn nhất giữa hai đỉnh của đồ thị bằng 

các thuật toán tiêu biểu trong lí thuyết đồ thị như Dijsktra. Việc tìm biên của đối tượng hay 

https://ieeexplore.ieee.org/author/37086191516
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phân vùng trong ảnh được chuyển thành việc tìm đường đi ngắn nhất giữa cặp đỉnh trong đồ 

thị. Và trong nhiều ứng dụng đòi hỏi có sự tương tác của người dùng như chọn điểm khởi 

tạo của biên. 

Rõ ràng các phương pháp phân đoạn ảnh sử dụng lí thuyết đồ thị đã mang lại hiệu quả 

đáng kể trong xử lí ảnh số, hầu hết các kết quả đều thể hiện được các phân vùng theo thị giác 

con người (Zhang, Zhang, & Peng, 2013). Đồ thị được dùng như mô hình toán học mô tả 

những đặc tính rời rạc của ảnh trong thế giới thực. Hơn nữa, trong lí thuyết đồ thị đã có sẵn 

nhiều định lí và các phương pháp gom nhóm cũng là vấn đề quan trọng trong phân đoạn ảnh 

bằng đồ thị. Việc dùng đồ thị để biểu diễn ảnh số cho ta một hướng nghiên cứu hữu hiệu 

trong phân đoạn ảnh. Tuy nhiên, đa số các thuật toán phân đoạn ảnh dựa trên lí thuyết đồ thị 

chiếm bộ nhớ và thời gian lớn đối với dữ liệu ảnh đầu vào lớn, điển hình là ảnh y khoa, ảnh 

thiên văn đòi hỏi phải cho kết quả nhanh và tốt nhất là kết quả tương đối với thời gian thực. 

3. Ứng dụng Ncuts cho bài toán phân đoạn ảnh 

a. Tổng quan 

Thuật toán Ncuts mà nhóm tác giả Shi (Shi, & Malik, 2000) đưa ra là thuật toán phân 

đoạn ảnh dựa vào lí thuyết đồ thị khá phổ biến trong cộng đồng xử lí ảnh. Nhóm tác giả Shi 

đã đưa ra một tiêu chuẩn mới cho việc tìm phân vùng tối ưu – tiêu chuẩn Ncuts, không chỉ 

tập trung trên đặc tính cục bộ trên ảnh mà còn tập trung vào việc phân vùng và gom nhóm 

dựa trên đặc trưng toàn cục ảnh. Thuật toán Ncuts là thuật toán sử dụng phương pháp phân 

vùng dựa trên lí thuyết đồ thị. Tập dữ liệu được thể hiện một mối quan hệ tương ứng bằng 

việc chuyển tập điểm dữ liệu ban đầu thành một đồ thị trọng số vô hướng G = (E,V). Mỗi 

đỉnh của đồ thị G thể hiện một điểm trong không gian đặc trưng. Mỗi cạnh được hình thành 

giữa hai đỉnh với trọng số w(i,j) là hàm tính khoảng cách giữa hai đỉnh i và j theo nhiều cách 

dựa trên đặc trưng của ảnh và ứng dụng. 

Nhóm tác giả Shi đề xuất tiêu chuẩn mới – tiêu chuẩn Ncuts để khắc phục trường hợp 

chỉ quan tâm đến giá trị tổng trọng lượng các cạnh giữa hai vùng, tiêu chuẩn Ncuts tính giá trị 

‘cut’ theo tỉ số trên tổng trọng lượng kết nối đến tất cả các đỉnh trong đồ thị, công thức (1). 

 
𝑁𝑐𝑢𝑡(𝐴, 𝐵) =

𝑐𝑢𝑡(𝐴, 𝐵)

𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝐴, 𝑉)
+

𝑐𝑢𝑡(𝐴, 𝐵)

𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝐵, 𝑉)
 

(1) 

Với 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝑋, 𝑉) = ∑ 𝑤(𝑢, 𝑣)𝑢∈𝑋,𝑣∈𝑉  là tổng trọng lượng của các kết nối từ đỉnh trong 

A đến tất cả các đỉnh trong đồ thị. 

Đặt 𝑥 là vector có |𝑉| chiều, đại diện cho các phân vùng của đồ thị trong hai tập A 

và B. Ta có 𝑥𝑖 = 1 nếu đỉnh 𝑖 thuộc A và 𝑥𝑖 = −1 nếu đỉnh 𝑖 thuộc B. 𝑁𝑐𝑢𝑡(𝑥) được định 

nghĩa như 𝑁𝑐𝑢𝑡(𝐴, 𝐵). 

Đặt 𝑑(𝑖) = ∑ (𝑖, 𝑗)𝑗   là tổng các liên kết từ đỉnh 𝑖  tới tất cả các đỉnh còn lại. 

Nếu 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑𝑖) và 𝑏 =
∑ 𝑑𝑖𝑥𝑖>0

∑ 𝑑𝑖𝑥𝑖<0
, công thức (2) (Shi, & Malik, 2000), 
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min
𝑥

𝑁𝑐𝑢𝑡(𝑥) = min
𝑦

𝑦𝑇(𝐷 −𝑊)𝑦

𝑦𝑇𝐷𝑦
 

(2) 

Với 𝑦𝑖 ∈ {1, −𝑏} và 𝑦𝑇𝐷1 = 0. Gọi 𝑦 là biến được tính theo công thức (3). 

 
𝑦 =

1 + 𝑥

2
− 𝑏

1 − 𝑥

2
 

(3) 

Từ công thức (3), có thể thấy rằng 𝑦𝑖 = 1 nếu đỉnh 𝑖 thuộc A và 𝑦𝑖 = −𝑏 nếu đỉnh 𝑖 

thuộc B. Công thức (2) có thể được tối thiểu hóa bằng cách giải bài toán tìm trị riêng bằng 

phương trình (4). 

 (𝐷 −𝑊)𝑦 = 𝜆𝐷𝑦 (4) 

Phương trình (4) có thể được viết lại thành (5). 

 𝐷−
1

2(𝐷 −𝑊)𝐷−
1

2𝑧 = 𝜆𝑧, với 𝑧 = 𝐷
1

2𝑦. (5) 

Một số tính chất: 

- 𝐷−
1

2(𝐷 −𝑊)𝐷−
1

2 là ma trận các trục đường chéo đối xứng với các giá trị không âm, 

nghĩa là ma trận này có dạng bán xác định dương, vì vậy, ma trận chỉ có các trị riêng dương. 

- 𝐷
1

21 một vector riêng của phương trình (5) với trị riêng là 0. 

- Vì ma trận 𝐷−
1

2(𝐷 −𝑊)𝐷−
1

2 đối xứng, nên các vector riêng của nó trực giao với nhau. 

Cụ thể vector riêng của phương trình (5) ở trị riêng nhỏ thứ hai phải trực giao với 𝐷−
1

21 và 

thỏa điều kiện 𝑦1
𝑇𝐷1 = 0 với 𝑧1 = 𝐷

1

2𝑦1. 

Theo định lí về Rayleigh quotient (Golub, & Loan, 2013), nếu A là một ma trận đối 

xứng thực, với điều kiện 𝑥 trực giao với 𝑗 − 1 vector riêng nhỏ nhất 𝑥1, … , 𝑥𝑘−1. Thương số 

𝑥𝑇𝐴𝑥

𝑥𝑇𝑥
 được tối thiểu hóa bằng vector 𝑥𝑗 tương ứng với trị riêng nhỏ nhất 𝜆𝑗. 

Kết quả thu được công thức (6) và (7). 

 

𝑧1 = 𝑎𝑟𝑔. min
𝑧𝑇𝑧0=0

𝑧𝑇𝐷−
1
2(𝐷 −𝑊)𝐷−

1
2𝑧

𝑧𝑇𝑧
 

(6) 

Do đó 𝑦1 = 𝑎𝑟𝑔. min
𝑦𝑇𝐷1=0

𝑦𝑇(𝐷−𝑊)𝑦

𝑦𝑇𝐷𝑦
 và 𝑧0 = 𝐷

1

21 
(7) 

Tập các phần tử có thể được chia thành hai tập con, một tập chứa các phần tử mang 

giá trị dương trong vector riêng và tập còn lại chứa các phần tử có giá trị âm trong vector 

riêng. Cách chia này được lặp lại cho đến khi đặt được số nhóm cần phân đoạn. Nhóm tác 

giả J. Shi (Shi, & Malik, 2000). cho rằng, vector riêng của trị riêng nhỏ nhất thứ hai 𝑦 trong 

phương trình (5) xấp xỉ một lời giải tối ưu của bài toán tối thiểu hóa Ncuts, được mô tả thông 

qua công thức (8). 

 
inf

𝑦𝑇𝐷1=0

∑ ∑ (𝑦(𝑖) − 𝑦(𝑗))
2
𝑤𝑖𝑗𝑗𝑖

∑ 𝑦(𝑖)2𝑑(𝑖)𝑖
 

(8) 

Cuối cùng, để phân vùng đồ thị, ta có thể đặt một ngưỡng trên vector riêng này để chia 
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đôi đồ thị và đệ qui theo kiểu two-way-cut (Shi, & Malik, 2000) để đạt kết quả. 

b. Thực nghiệm 

Chúng tôi thực nghiệm trên máy tính sử dụng hệ điều hành Windows 10 Pro bản 64bit, 

RAM 8 GB, Chip Intel Core (TM) 5i-3210M CPU @ 2.5GHz. Ngôn ngữ lập trình Matlab 

phiên bản R2016a. 

Kết quả thực nghiệm các phương pháp Prewitt, Roberts, Sobel, Laplacian of Gaussian, 

Ncuts nhằm phát hiện cạnh/biên đối tượng qua dữ liệu Hình 1, 2, 3, 4 được sử dụng nguồn 

tại (Zaitoun, & Aqel, 2015; Ganesan, & Sajiv, 2017). 

Hình 1. Kết quả phân đoạn cạnh ảnh võng mạc: (a) ảnh gốc,  

(b) Prewitt, (c) Roberts, (d) LoG, (e) Sobel, (f) NCuts 

 

Hình 2. Kết quả phân đoạn cạnh ảnh cameraman: (a) ảnh gốc,  

(b) Prewitt, (c) Roberts, (d) LoG, (e) Sobel, (f) NCuts 

(d)    (e)     (f) 

 

(a)      (b)     (c) 

(d)     (e)     (f) 

 

(a)    (b)     (c) 

 

https://ieeexplore.ieee.org/author/37085447897
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Hình 3. Kết quả phân đoạn cạnh ảnh củ quả: (a) ảnh gốc, (b) Prewitt, 

 (c) Roberts, (d) LoG, (e) Sobel, (f) Ncuts 
 

 

Hình 4. Kết quả phân đoạn cạnh ảnh cổng đại học Bharathiar: (a) ảnh gốc, 

 (b) Prewitt, (c) Roberts, (d) LoG, (e) Sobel, (f) NCuts 

Nhận xét: nhóm Hình 1, 2 dấu hiệu sai khác các đối tượng nhiều trong ảnh phương 

pháp Prewitt, Roberts, Sobel, Laplacian of Gaussian, Ncuts cho kết quả độ chính xác tốt. 

Nhóm Hình 3, 4 độ tương phản giữa các đối tượng sai khác không nhiều trong ảnh thì phương 

pháp Ncuts cho kết quả tốt nhất. 

c. Ứng dụng 

Phương pháp Ncuts (Dimauro, & Simone, 2020; Guo, Ng, Goubran, Petersen, 

Piechnik, Neubauer, & Wright, 2020) được sử dụng để tự động phân đoạn kết mạc mí mắt 

(a)     (b)     (c) 

(d)     (e)     (f) 

(a)     (b)     (c) 

(d)     (e)     (f) 
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cho phép chẩn đoán bệnh thiếu máu. Hay trong việc chăm sóc bệnh nhân lâm sàn liên quan 

đến tim mạch bằng ảnh MRI tim. Để tăng cường phân đoạn đa lớp MRI tim bằng cách kết 

hợp các điểm mạnh của CNN và phương pháp Ncuts phân đoạn cấu trúc tim. Ứng dụng 

(Wang, Lin, & Chen, 2019) phương pháp Ncuts để tự động phân đoạn hình ảnh sỏi. Với độ 

chính xác của phân đoạn cạnh so với phương pháp đo thủ công và phương pháp xử lí ảnh 

khác. Ứng dụng này có vai trò quan trọng trong nghiên cứu định lượng về sự phân bố cỡ hạt, 

có ý nghĩa lớn đối với địa chất, thủy văn và sinh thái học. 

4. Kết luận 

Với ảnh có độ tương phản giữa các đối tượng sai khác không nhiều, thuật toán Ncuts 

cho kết quả tốt hơn so với các phương pháp gồm Prewitt, Roberts, LoG và Sobel. Tuy nhiên, 

thuật toán Ncuts cũng tồn tại những khuyết điểm: 

- Tập ảnh lớn thuật toán thực thi với tốc độ chậm, mất nhiều thời gian và chiếm nhiều 

bộ nhớ trong tính toán. 

- Vấn đề tìm số phân vùng cần phân vùng có thể chủ yếu còn dựa vào cảm tính trực 

quan, chưa có cơ sở lí thuyết để áp dụng chung. 

Chúng tôi nhận thấy quá trình phân đoạn ảnh bằng thuật toán Ncuts có hiệu suất thời gian 

còn thấp; Vì vậy, việc song song hóa thuật toán Ncuts trong quá trình tính toán ma trận sẽ cho 

phép tăng hiệu suất bài toán. Ngoài ra, chúng ta có thể sử dụng 1 số phương pháp gom cụm tìm 

số phân vùng cần phân vùng, thuật toán Ncuts có cơ sở để phân vùng ảnh tốt hơn. 

 

❖ Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

In the past decades, many studies have been conducted in computer vision and image 

segmentation. Image segmentation is the process of image preprocessing in most image processing 

applications. We summarize and evaluate image segmentation techniques and categorize them, 

including edge detection, thresholding, partial differential equation, clustering, and graph-based. 

Next, we present the pros and cons of the Ncuts algorithm, which is typical of graph-based image 

segmentation. The Ncuts algorithm was introduced in 2000 and showed optimal results for image 

processing and other applications. 
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