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TÓM TẮT 
 Bài viết liên quan đến việc phân loại các đại số Lie giải được 7-chiều có căn lũy linh  
5-chiều. Cụ thể, tất cả các đại số Lie thực giải được bất khả phân 7-chiều sẽ được xây dựng từ việc 
chọn trước cho nó một căn lũy linh là một đại số Lie lũy linh 5-chiều đã biết. Kết quả này góp phần 
vào việc giải quyết triệt để bài toán phân loại các đại số Lie giải được trong trường hợp 7-chiều, 
vốn vẫn chưa được phân loại đầy đủ. Hơn nữa, bài viết còn mô tả các biểu diễn phụ hợp và đối 
phụ hợp của lớp các đại số Lie này. Đây là hai biểu diễn quan trọng bậc nhất trong lí thuyết biểu 
diễn các đại số Lie. Qua đó, chúng ta có cái nhìn trực quan hơn về lớp đại số Lie vừa được  
xây dựng. 
 Từ khóa: đại số Lie; đại số Lie giải được; căn lũy linh; biểu diễn 
 
1. Giới thiệu 

Lí thuyết Lie được khai sinh từ công trình nghiên cứu của Marius Sophus Lie (1842-
1899) vào những thập niên cuối của thế kỉ XIX. Và cho đến nay, một trong những bài toán 
cơ bản, sơ khai ban đầu của Lí thuyết Lie, đó là bài toán phân loại các đại số Lie (cũng như 
nhóm Lie), vẫn còn là bài toán mở. Theo Levi (1905) và Malcev (1945), mỗi đại số Lie 
hữu hạn chiều trên trường có đặc số 0 đều phân tích được thành tổng nửa trực tiếp của một 
đại số con nửa đơn với ideal giải được tối đại của nó. Do đó, việc phân loại các đại số Lie 
được quy về phân loại các đại số Lie nửa đơn và các đại số Lie giải được. Bài toán phân 
loại các đại số Lie nửa đơn đã được giải quyết triệt để bởi Cartan (1894) trên trường phức 
và bởi Gantmacher (1939) trên trường thực. 

Riêng về bài toán phân loại các đại số Lie giải được (bao gồm cả lũy linh) thì phức 
tạp hơn và đến nay vẫn còn là bài toán mở. Các kết quả phân loại đầy đủ đã biết hầu như 
đều kết thúc ở số chiều tương đối thấp. Cụ thể, các đại số Lie lũy linh được phân loại nhiều 
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nhất đến 8-chiều (Safiulina, 1964; Tsagas, 1999), còn các đại số Lie giải được thì chỉ đến 
6-chiều (Mubarakzyanov, 1963; Turkowski, 1990). 

Như đã biết, mọi đại số Lie giải được 𝒢𝒢 đều có duy nhất một căn lũy linh, được kí 
hiệu là 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝒢𝒢). Số chiều của nó phải thỏa mãn không nhỏ hơn một nửa số chiều của 𝒢𝒢 
(xem (1)). Do đó, nếu lấy 𝒢𝒢 7-chiều thì dim𝑁𝑁𝑁𝑁(𝒢𝒢) ≥ 4, tức là dim𝑁𝑁𝑁𝑁(𝒢𝒢) ∈ {4, 5, 6, 7}. 
Trong đó, các trường hợp căn lũy linh là 4, 6 và 7-chiều đã được phân loại (Parry, 2007; 
Parry, 2007; Hindeleh, & Thompson, 2008). Cho nên, bài viết này sẽ xem xét phân loại các 
đại số Lie giải được 7-chiều với căn lũy linh là trường hợp còn lại, tức căn lũy linh 5-chiều. 

Cụ thể, bài viết xây dựng tất cả các đại số Lie thực giải được bất khả phân 7-chiều từ 
việc chọn trước cho nó căn lũy linh là một trong số các đại số Lie lũy linh 5-chiều được 
phân loại bởi Dixmier (1958). 

Bài viết gồm năm phần: phần giới thiệu, phần xây dựng bài toán và cách thức tiến 
hành phân loại. Kết quả chính của bài viết sẽ được thành lập trong phần 3, phần 4 mô tả 
các biểu diễn phụ hợp và đối phụ hợp, cuối cùng là nhận xét kết luận. 
2. Xây dựng bài toán 
2.1. Các khái niệm cơ bản 

Trước hết, ta nhắc lại một vài khái niệm cơ bản và kết quả đã biết đối với các đại số 
Lie giải được. 

• Dãy dẫn xuất (DS) của đại số Lie 𝒢𝒢 là 
𝒢𝒢0 ≔ 𝒢𝒢 ⊃ 𝒢𝒢1 ≔ [𝒢𝒢,𝒢𝒢] ⊃ ⋯ ⊃ 𝒢𝒢𝑘𝑘 ≔ [𝒢𝒢𝑘𝑘−1,𝒢𝒢𝑘𝑘−1] ⊃ ⋯ . 
Đại số Lie 𝒢𝒢 được gọi là giải được nếu dãy DS dừng, tức là tồn tại số tự nhiên 𝑘𝑘 sao 

cho 𝒢𝒢𝑘𝑘 = 0. 
• Dãy tâm dưới (LS) của đại số Lie 𝒢𝒢 là 
𝒢𝒢0 ≔ 𝒢𝒢 ⊃ 𝒢𝒢1 ≔ [𝒢𝒢,𝒢𝒢] ⊃ ⋯ ⊃ 𝒢𝒢𝑘𝑘 ≔ [𝒢𝒢,𝒢𝒢𝑘𝑘−1] ⊃ ⋯ . 
Đại số Lie 𝒢𝒢 được gọi là lũy linh nếu dãy LS dừng, tức là tồn tại số tự nhiên 𝑘𝑘 sao 

cho 𝒢𝒢𝑘𝑘 = 0. 
• Căn lũy linh của đại số Lie giải được 𝒢𝒢, được lí hiệu là 𝑁𝑁𝑁𝑁(𝒢𝒢), là ideal lũy linh lớn 

nhất của 𝒢𝒢. Căn lũy linh là duy nhất và số chiều của nó, theo Mubarakzyanov (1966), phải 
thỏa mãn 

dim𝑁𝑁𝑁𝑁(𝒢𝒢) ≥ 1
2
 dim𝒢𝒢. (1) 

• Một đại số Lie được gọi là bất khả phân nếu không thể phân tích thành tổng trực tiếp 
của hai đại số con thật sự. 

• Phần tử 𝑁𝑁 của đại số Lie 𝒢𝒢 là lũy linh trong 𝒢𝒢 nếu 
�… �[𝑋𝑋,𝑁𝑁],𝑁𝑁�…𝑁𝑁� = 0    ∀𝑋𝑋 ∈ 𝒢𝒢. 

• Tập các phần tử {𝑋𝑋𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,𝑛𝑛 của đại số Lie 𝒢𝒢 là độc lập tuyến tính lũy linh nếu không 
có tổ hợp tuyến tính không tầm thường nào của chúng lũy linh trong 𝒢𝒢. 
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• Tập các ma trận {𝐴𝐴𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,𝑛𝑛 là độc lập tuyến tính lũy linh nếu không có tổ hợp tuyến 
tính không tầm thường nào của chúng là ma trận lũy linh. 
2.2. Thành lập bài toán và cách thức tiến hành phân loại 

Giả sử cho trước một đại số Lie lũy linh 5-chiều 𝔫𝔫, có cơ sở là {𝑋𝑋𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,5. Dĩ nhiên, 
cấu trúc Lie của 𝔫𝔫, hay nói cách khác, các móc Lie �𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑗𝑗� hoàn toàn được xác định với 
mọi 1 ≤ 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ≤ 5. Ta sẽ mở rộng 𝔫𝔫 để có được đại số Lie giải được bất khả phân 7-chiều 𝒢𝒢 
nhận 𝔫𝔫 làm căn lũy linh. Cụ thể, ta mở rộng bằng cách bổ sung thêm 2 phần tử {𝑋𝑋,𝑌𝑌} độc 
lập tuyến tính lũy linh. Lúc này, cần xác định các móc Lie 

[𝑋𝑋,𝑌𝑌],   [𝑋𝑋,𝑋𝑋𝑖𝑖],   [𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑖𝑖]     với 𝑖𝑖 = 1, … ,5. 
Do 𝒢𝒢 giải được nên đại số dẫn xuất [𝒢𝒢,𝒢𝒢] nằm trong căn lũy linh 𝔫𝔫 của 𝒢𝒢. Vì vậy, ta 

có thể giả sử 
[𝑋𝑋,𝑌𝑌] = ∑ 𝜎𝜎𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗5

𝑗𝑗=1 ,   [𝑋𝑋,𝑋𝑋𝑖𝑖] = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗5
𝑗𝑗=1 ,   [𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑖𝑖] = ∑ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗5

𝑗𝑗=1      với 𝑖𝑖 = 1, … ,5. 
Gọi 𝜎𝜎𝑖𝑖 (với 𝑖𝑖 = 1, … ,5) là các hằng số cấu trúc. Đặt 𝐴𝐴 = �𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗�, 𝐵𝐵 = �𝑏𝑏𝑖𝑖𝑗𝑗� và gọi là 

các ma trận cấu trúc. Bài toán phân loại các đại số Lie 𝒢𝒢 lúc này được quy về phân loại 
cặp ma trận cấu trúc 𝐴𝐴,𝐵𝐵 và các hằng số cấu trúc 𝜎𝜎𝑖𝑖. Trong quá trình phân loại, ta áp đặt 
hai điều kiện cần dưới đây: 

(1)  Các đồng nhất thức Jacobi đối với 25 bộ ba 
�𝑋𝑋,𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑗𝑗�,   �𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑗𝑗�,   (𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑘𝑘)    với mọi  1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 5, 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 5; 

(2)  Tập hai phần tử {𝑋𝑋,𝑌𝑌} độc lập tuyến tính lũy linh. Điều này tương đương với tập hai 
ma trận cấu trúc {𝐴𝐴,𝐵𝐵} độc lập tuyến tính lũy linh. 

Cuối cùng, ta sử dụng kĩ thuật đổi cơ sở thích hợp nhằm đơn giản hoá cấu trúc Lie 
đang xét. 

Mục 3 dưới đây sẽ tính toán cụ thể đối với trường hợp căn lũy linh là đại số Lie lũy linh 
5-chiều 𝔤𝔤5,3, đây là một trong chín đại số Lie lũy linh 5-chiều được phân loại bởi Dixmier 
(1958) như đã giới thiệu ở Mục 1. 
3. Các đại số Lie thực giải được bất khả phân 7-chiều với căn lũy linh 𝖌𝖌𝟓𝟓,𝟑𝟑 

Đại số Lie 𝔤𝔤5,3 có một cơ sở {𝑋𝑋𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,5 với các móc Lie không tầm thường là 
[𝑋𝑋1,𝑋𝑋2] = 𝑋𝑋4, [𝑋𝑋1,𝑋𝑋4] = [𝑋𝑋2,𝑋𝑋3] = 𝑋𝑋5. (2) 
Trước hết, ta áp dụng đồng nhất thức Jacobi cho 20 bộ ba �𝑋𝑋,𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑗𝑗� và �𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑗𝑗�, 

1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 5, thì cặp ma trận (𝐴𝐴,𝐵𝐵) được quy về 
    
    + +    
    − −
    + +    
    + +    

11 12 13 14 15 11 12 13 14 15

22 23 13 45 25 22 23 13 45 25

11 12 35 11 12 35

11 22 45 11 22 45

11 22 11 22

0 0
, .0 0 2 0 0 2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

a a a a a b b b b b
a a a a a b b b b b

a a a b b b
a a a b b b

a a b b

 

Thực hiện phép đổi cơ sở 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 17, Số 9 (2020): 1565-1574 

 

1568 

𝑋𝑋 ≔ 𝑋𝑋 − 𝑎𝑎45𝑋𝑋1 − 𝑎𝑎35𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎25𝑋𝑋3 + 𝑎𝑎15𝑋𝑋4; 
𝑌𝑌 ≔ 𝑌𝑌 − 𝑏𝑏45𝑋𝑋1 − 𝑏𝑏35𝑋𝑋2 + 𝑏𝑏25𝑋𝑋3 + 𝑏𝑏15𝑋𝑋4, 

thì móc Lie [𝑋𝑋,𝑌𝑌] không đổi về dạng, còn cặp ma trận (𝐴𝐴,𝐵𝐵) tiếp tục được đơn giản thành 

11 12 13 14 35 11 12 13 14 35

22 23 13 22 23 13
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11 22 11 22

11 22 11 22

0 0
0 0 0 0

,0 0 2 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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 + +   
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hay ta lí hiệu lại như sau 

, .2 2

2 2

a c d e u w p q
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    − −
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    + +    

 

Tiếp tục áp dụng đồng nhất thức Jacobi cho 5 bộ ba (𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑋𝑋𝑖𝑖), 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 5, ta được 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 = 𝜎𝜎4 = 0
(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑤𝑤 = (𝑢𝑢 − 𝑣𝑣)𝑐𝑐

(2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑟𝑟 = (2𝑢𝑢 − 𝑣𝑣)𝑓𝑓
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑤𝑤𝑓𝑓 = 𝑐𝑐𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑢𝑢

2𝑐𝑐𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑣𝑣 = 2𝑑𝑑𝑤𝑤 + 𝑏𝑏𝑏𝑏.

 (3) 

Điều kiện để {𝐴𝐴,𝐵𝐵} độc lập tuyến tính lũy linh là 

rank�𝑎𝑎 𝑢𝑢
𝑏𝑏 𝑣𝑣� = 2. (4) 

Ta lại thực hiện đổi cơ sở 
𝑋𝑋 ≔ 𝑋𝑋 + 𝛾𝛾𝑋𝑋5,   𝑌𝑌 ≔ 𝑌𝑌 + 𝛿𝛿𝑋𝑋5 

thì chỉ thay đổi móc Lie [𝑋𝑋,𝑌𝑌] như dưới đây 
[𝑋𝑋,𝑌𝑌] = [𝜎𝜎5 + 𝛿𝛿(2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) − 𝛾𝛾(2𝑢𝑢 + 𝑣𝑣)]𝑋𝑋5. 
Do điều kiện (4) nên (2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 + (2𝑢𝑢 + 𝑣𝑣)2 ≠ 0, nghĩa là ta luôn chọn được 𝛾𝛾, 𝛿𝛿 

thích hợp để làm triệt tiêu hằng số cấu trúc 𝜎𝜎5, nói cách khác, móc Lie [𝑋𝑋,𝑌𝑌] = 0. 
Đến đây, trước khi tiếp tục việc đơn giản hóa cặp ma trận cấu trúc, ta sẽ chia bài toán 

thành ba trường hợp dựa vào dạng của các ma trận cấu trúc như sau 
• Cả 𝐴𝐴 và 𝐵𝐵 đều có dạng chéo; 
• Chỉ 𝐴𝐴 hoặc 𝐵𝐵 có dạng chéo; 
• Cả 𝐴𝐴 và 𝐵𝐵 đều không có dạng chéo. 

3.1. Cả 𝑨𝑨 và 𝑩𝑩 đều có dạng chéo 
Trong trường hợp này, hệ phương trình (3) luôn đúng. Mặt khác, do điều kiện (4) nên 

𝑎𝑎2 + 𝑢𝑢2 ≠ 0. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 𝑎𝑎 ≠ 0. Thực hiện phép đổi cơ sở 
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𝑋𝑋 ≔ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋,   𝑌𝑌 ≔ 𝑌𝑌 − 𝑢𝑢

𝑎𝑎
𝑋𝑋 

thì chỉ cặp ma trận (𝐴𝐴,𝐵𝐵) thay đổi và có dạng như sau 
(diag(1, 𝑥𝑥, 2,1 + 𝑥𝑥, 2 + 𝑥𝑥),  diag(0, 𝑦𝑦, 0,𝑦𝑦,𝑦𝑦))    với 𝑥𝑥 ∈ ℝ;𝑦𝑦 ≠ 0. 

Ta thực hiện thêm một phép đổi cơ sở nữa 

𝑋𝑋 ≔ 𝑋𝑋 − 𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑌𝑌,  𝑌𝑌 ≔ 1

𝑦𝑦
𝑌𝑌 

thì thu được đại số Lie có các ma trận cấu trúc 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 và móc Lie [𝑋𝑋,𝑌𝑌] như sau 

�
𝐴𝐴 = diag(1,0,2,1,2)
𝐵𝐵 = diag(0,1,0,1,1)

[𝑋𝑋,𝑌𝑌] = 0.
 

3.2. Chỉ 𝑨𝑨 hoặc 𝑩𝑩 có dạng chéo 
Không mất tính tổng quát, ta giả sử 𝐴𝐴 chéo và 𝐵𝐵 không chéo. Lúc này, hệ phương 

trình (3) trở thành 

�

(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑤𝑤 = 0
(2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑟𝑟 = 0

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0
𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0.

 (5) 

Nhằm làm triệt tiêu các phần tử nằm ngoài đường chéo của ma trận cấu trúc 𝐵𝐵, ta 
thực hiện phép đổi cơ sở trong nội bộ căn lũy linh 𝔤𝔤5,3, lí hiệu phép biến đổi này bởi (𝐺𝐺), 
sao cho các móc Lie ở (2) không thay đổi. Cụ thể, ta đặt 

:N GN′ =   với  

[ ] [ ]1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3

4 2

1 41

;

1
1

( , 1,...,4; 0)1
1

1

T T

i

N X X X X X N X X X X X

g g g
g g

G g i g gg

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= =

  
    

 = ∈ = =−
 
 
   



 

thì cặp ma trận (𝐴𝐴,𝐵𝐵) biến đổi thành (𝐺𝐺𝐴𝐴𝐺𝐺−1,𝐺𝐺𝐵𝐵𝐺𝐺−1). Ta sẽ xét hai trường hợp con. 
3.2.1. Trường hợp 𝑤𝑤 ≠ 0 

Hệ phương trình (5) kéo theo 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 và 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑟𝑟 = 0. Thực hiện phép biến đổi (𝐺𝐺) 
với 𝑔𝑔2 = 𝑔𝑔3 = 𝑔𝑔4 = 0 thì 𝐴𝐴 không đổi, còn 𝐵𝐵 chỉ thay đổi 𝑤𝑤 thành 𝑤𝑤′ = 𝑤𝑤 + (𝑣𝑣 − 𝑢𝑢)𝑔𝑔1. 
Nếu 𝑣𝑣 ≠ 𝑢𝑢 thì chọn 𝑔𝑔1 = −𝑤𝑤

𝑣𝑣−𝑢𝑢
, 𝐵𝐵 được quy về dạng chéo. Ngược lại, 𝑣𝑣 = 𝑢𝑢, mâu thuẫn 

điều kiện (4). 
3.2.2. Trường hợp 𝑤𝑤 = 0 

Thực hiện phép biến đổi (𝐺𝐺) với 𝑔𝑔1 = 0 thì (𝐴𝐴,𝐵𝐵) được quy về 
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( )
2 3

4 22a
, .2 2

2 2

a ag bg u p q
b b g ag v r p

a u
a b u v

a b u v

′ ′    
    ′ ′−    
    
    + +    
    + +    

 

trong đó 

( )

2

3

42 .

p p ug
q q vg
r r u v g

′ = +
′ = +
′ = + −

 

Do điều kiện (4) nên 𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣2 ≠ 0, tức là ta chỉ có các khả năng dưới đây của 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 
0, 0 ( )
0, 0 ( )

2 0 ( )
2 0 ( )

u v a
u v b

u v c
u v d

= ≠
≠ =
= ≠
≠ ≠

 

• Với (𝑎𝑎), ta chọn 𝑔𝑔2 = 0, 𝑔𝑔3 = −𝑞𝑞
𝑣𝑣

 và 𝑔𝑔4 = 𝑟𝑟
𝑣𝑣
 thì 

0

.0

p
v p

B
v

v

 
 
 
 =
 
 
  

 

Mặt khác, ta có 
(4) (5)0 0 0u a p= → ≠ → =  

hay 𝐵𝐵 là ma trận chéo. 
• Với (𝑏𝑏), ta chọn 𝑔𝑔2 = −𝑝𝑝

𝑢𝑢
, 𝑔𝑔3 = 0 và 𝑔𝑔4 = −𝑟𝑟

2𝑢𝑢
  thì 

0
.2

2

u q

B u
u

u

 
 
 
 =
 
 
  

 

Mặt khác, ta có 
(4) (5)0 0 0v b q= → ≠ → =  

hay 𝐵𝐵 cũng là ma trận chéo. 
• Với (𝑐𝑐), ta chọn 𝑔𝑔2 = −𝑝𝑝

𝑢𝑢
, 𝑔𝑔3 = −𝑞𝑞

𝑣𝑣
 và 𝑔𝑔4 = 0  thì 
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2
.2

3
4

u
u r

B u
u

u

 
 
 
 =
 
 
  

 

Nếu 𝑟𝑟 = 0 thì 𝐵𝐵 chéo. Ngược lại, từ hệ phương trình (5) dẫn đến 2𝑎𝑎 = 𝑏𝑏, mâu thuẫn 
điều kiện (4). 

• Với (𝑑𝑑), chọn 𝑔𝑔2 = −𝑝𝑝
𝑢𝑢

, 𝑔𝑔3 = −𝑞𝑞
𝑣𝑣

, 𝑔𝑔4 = −𝑟𝑟
2𝑢𝑢−𝑣𝑣

 thì 𝐵𝐵 luôn được quy về ma trận chéo. 

Phép biến đổi (𝐺𝐺) trong cả (𝑎𝑎), (𝑏𝑏), (𝑐𝑐) và (𝑑𝑑) luôn đảm bảo ma trận 𝐴𝐴 không thay 
đổi do hệ phương trình (5). Như vậy, trường hợp 3.2 này được quy về trường hợp 3.1. 
3.3. Cả 𝑨𝑨 và 𝑩𝑩 đều không có dạng chéo 
3.3.1. Trường hợp 𝑤𝑤 = 0 

Sử dụng kết quả của 𝐵𝐵 sau khi thực hiện phép biến đổi (𝐺𝐺) (xem trường hợp con 
3.2.2 của trường hợp 3.2), thì với khả năng (𝑑𝑑), 𝐵𝐵 luôn được quy về dạng chéo, còn lại thì 

• Với (𝑎𝑎), từ hệ phương trình (3) ta có 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0. Mà 𝑢𝑢 = 0 nên kết hợp điều kiện (4) thì 
𝑎𝑎 ≠ 0 hay 𝑎𝑎 = 0. Vậy, 𝐵𝐵 được quy về dạng chéo. 

• Với (𝑏𝑏), từ hệ phương trình (3) ta có 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0. Mà 𝑣𝑣 = 0 nên kết hợp điều kiện (4) thì 
𝑏𝑏 ≠ 0 hay 𝑏𝑏 = 0. Vậy, 𝐵𝐵 được quy về dạng chéo. 

• Với (𝑐𝑐), từ hệ phương trình (3) ta có (2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑟𝑟 = 0. Mà 2𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 nên kết hợp điều 
kiện (4) thì 2𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≠ 0 hay 𝑟𝑟 = 0. Vậy, 𝐵𝐵 cũng được quy về dạng chéo. 
3.3.2. Trường hợp 𝑤𝑤 ≠ 0 

Trước hết nhận thấy, nếu 𝑐𝑐 = 0 thì làm tương tự như đối với 𝐵𝐵, ta luôn quy được 𝐴𝐴 
về dạng chéo. Do đó, ta chỉ xét 𝑐𝑐𝑤𝑤 ≠ 0. Lúc này, nếu 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 = 0 thì hệ phương trình (3) 
kéo theo 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 0. Điều này mâu thuẫn điều kiện (4). Vậy 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 phải khác 0. Thực hiện 
phép biến đổi (𝐺𝐺) với 𝑔𝑔2 = 𝑔𝑔3 = 𝑔𝑔4 = 0, ta luôn chọn được 𝑔𝑔1 thích hợp để quy 𝑤𝑤 về 0, 
và trở lại trường hợp con 3.3.1 vừa xét ở trên. 

Tóm lại, trường hợp 3.3 này lại được quy về trường hợp 3.2. Như vậy, chỉ có một đại 
số Lie thực giải được bất khả phân 7-chiều có căn lũy linh là 𝔤𝔤5,3 được xây dựng ở trường 
hợp 3.1. 

Tất cả những tính toán ở trên đã chứng minh một cách chi tiết cho định lí được phát 
biểu bên dưới. Đây cũng là kết quả chính mà bài viết muốn đề cập đến. 
Định lí 1.  

Cho 𝒢𝒢 là một đại số Lie thực giải được 7-chiều sao cho căn lũy linh của nó là đại số 
Lie lũy linh 5-chiều 𝔤𝔤5,3. Khi đó, nếu 𝒢𝒢 bất khả phân thì 𝒢𝒢 phải đẳng cấu với đại số Lie 
ℒ = span{𝑋𝑋𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,7 với các móc Lie không tầm thường là 
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 2 4 1 4 5 2 3 5

6 1 1 6 3 3 6 4 4 6 5 5

7 2 2 7 4 4 7 5 5

, , , , , ,
, , , 2 , , , , 2 ,
, , , , , .

X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X

= = =
= = = =
= = =

 

4. Biểu diễn phụ hợp và đối phụ hợp 
Như đã biết, biểu diễn phụ hợp và đối phụ hợp là hai biểu diễn quan trọng bậc nhất 

trong lí thuyết biểu diễn đại số Lie. Mục 4 này sẽ mô tả tường minh các biểu diễn này của 
đại số Lie ℒ, cụ thể là mô tả biểu diễn phụ hợp của ℒ trên chính nó và biểu diễn đối phụ 
hợp của ℒ trên không gian đối ngẫu ℒ∗ của nó. Ở đây, ℒ chính là đại số Lie duy nhất đã 
được xây dựng ở Mục 3. 
4.1. Biểu diễn phụ hợp của ℒ 

Biểu diễn phụ hợp của ℒ là đồng cấu đại số Lie ad : ℒ → gl(ℒ), 𝑔𝑔 ↦ ad𝑔𝑔 với ad𝑔𝑔 
được xác định như sau 

ad𝑔𝑔(ℎ) = [𝑔𝑔,ℎ]   với mọi  ℎ ∈ ℒ. 
Nhân của biểu diễn phụ hợp bằng với tâm của ℒ, lí hiệu bởi 𝑍𝑍(ℒ). Hơn nữa, dễ dàng 

tính được 𝑍𝑍(ℒ) = 0. Vì vậy, biểu diễn phụ hợp của ℒ là một biểu diễn trung thành. 
Lấy 𝑔𝑔 ∈ ℒ, giả sử 𝑔𝑔 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑋𝑋𝑖𝑖7

𝑖𝑖=1  (𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ). Ta tính ảnh của cơ sở 𝐶𝐶 = {𝑋𝑋𝑖𝑖}𝑖𝑖=1,…,7 qua 
đồng cấu ad𝑔𝑔: 

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ] ( )
( ) [ ] ( )
( ) [ ]
( ) [ ]

ad
ad
ad
ad
ad
ad
ad

1 1 2 4 4 5 6 1

2 2 1 4 3 5 7 2

3 3 2 5 6 3

4 4 1 5 6 7 4

5 5 6 7 5

6 6 1 1 3 3 4 4 5 5

7 7 2 2 4 4 5 5

,
,
, 2
,
, 2
, 2 2
, .

g X g X X X X
g X g X X X X
g X g X X X
g X g X X X
g X g X X
g X g X X X X X
g X g X X X X

= = − −
= = −
= =
= = +
= = +
= = − − − −
= = − − −

x x + x
x x + x
x + x
x + x x

x x
x x x x
x x x

 

Đồng nhất ad𝑔𝑔 với ma trận biểu diễn của nó ứng với cơ sở 𝐶𝐶, khi đó ta được 

ℒ ≅ 

6 1

7 2

6 3

1 72 1 6 7 4 4

4 3 2 1 6 7 5 5

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2 0

: ,..., .0 0
2 2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

 − 
  −  
  −
   ∈− − −  
  − − − −  
  
    



x x
x x

x x
x xx x x + x x x

x x x x x + x x x
 

4.2. Biểu diễn đối phụ hợp của ℒ 
Lấy đối ngẫu và đảo dấu của biểu diễn phụ hợp ta được biểu diễn đối phụ hợp ad* 

của ℒ trên không gian đối ngẫu ℒ∗. Cụ thể, biểu diễn đối phụ hợp được mô tả như sau 
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ad∗: ℒ ⟶ gl(ℒ∗)       
 𝑔𝑔 ⟼ ad∗𝑔𝑔 ∶ ℒ∗ ⟶ ℒ∗    
    𝑓𝑓 ⟼ ad∗𝑔𝑔(𝑓𝑓) ∶ ℒ ⟶ ℝ
       ℎ ⟼ 〈ad∗𝑔𝑔(𝑓𝑓),ℎ〉 = 〈𝑓𝑓,−ad𝑔𝑔(ℎ)〉.

 

Ta dễ dàng tính được ker(ad∗) = 𝑍𝑍(ℒ), nên biểu diễn đối phụ hợp của ℒ cũng là một 
biểu diễn trung thành. 

Lấy 𝑔𝑔 ∈ ℒ, giả sử 𝑔𝑔 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑋𝑋𝑖𝑖7
𝑖𝑖=1  (𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ). Chọn cơ sở đối ngẫu 𝐶𝐶∗ = {𝑋𝑋𝑖𝑖∗}𝑖𝑖=1,…,7 

cho ℒ∗. Đồng nhất ad∗𝑔𝑔 với ma trận biểu diễn của nó ứng với cơ sở 𝐶𝐶∗. Khi đó, ta có 
ad∗𝑔𝑔 = −(ad𝑔𝑔)𝑇𝑇, hay ta có 

ℒ ≅ ( )
( )

6 2 4

7 1 3

6 2

1 76 7 1

6 7

1 3 4 5

2 4 5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 0 0 0

: ,..., .0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0

0 2 2 0 0
0 0 0 0

 − 
  − −  
  − −
   ∈− −  
  −  
  
    



x x x
x x x

x x
x xx + x x

x + x
x x x x

x x x

 

5. Kết luận 
Bài viết đã xây dựng được một lớp con của lớp các đại số Lie thực giải được 7-chiều 

với căn lũy linh 5-chiều. Lớp con này có căn lũy linh 𝔤𝔤5,3 và thực chất chỉ gồm một đại số 
Lie bất khả phân duy nhất, sai khác nhau một đẳng cấu, được phát biểu trong Định lí 1. 
Với cách thức tương tự, nhưng thay căn lũy linh 𝔤𝔤5,3 lần lượt bởi các đại số Lie lũy linh 5-
chiều còn lại trong kết quả phân loại của Dixmier (1958), ta có thể thiết lập tất cả các đại 
số Lie thực giải được 7-chiều với căn lũy linh 5-chiều. Và khi đó, lớp đại số Lie thực giải 
được 7-chiều xem như được phân loại hoàn toàn. Vấn đề này sẽ được xem xét ở các nghiên 
cứu tiếp theo. 

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 The paper is to classify seven-dimensional solvable Lie algebras that have the five-
dimensional nilpotent Lie algebras as their nilradical. All seven-dimensional indecomposable 
solvable Lie algebras with a given nilradical are constructed. This result contributes to the 
complete classification of the class of seven-dimensional real solvable Lie algebras which are 
presently unsolved. Moreover, the adjoint and co-adjoint representations of these algebras are also 
described in this paper. These are two extremely important representations in the representation 
theory of Lie algebras. As a consequence, a clearer understanding of the newly constructed Lie 
algebras is formed. 
 Keywords: Lie algebras; Solvable Lie algebras; Nilradical; Representation 
 
 


