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Tóm tắt 

Trong bài báo này chúng tôi xác lập công thức liên hệ giữa tỉ số kép của bốn đường 

thẳng Lobachevsky đồng quy và tỉ số kép của bốn điểm. Kết quả chính của bài báo là Định 

lý 2.1 và Hệ quả 2.3. 

Từ khóa: Tỉ số kép, Các đường đồng quy, Đường thẳng Lobachevsky, Mô hình nửa 

mặt phẳng Poincaré. 

 

1. Giới thiệu 

Trong mặt phẳng 𝔼𝟐 với hệ tọa độ trực chuẩn 𝑂𝑥𝑦 ta xét nửa mặt phẳng nằm phía 

trên trục 𝑂𝑥: 

𝐻2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  /   𝑦 > 0} = {𝑧 ∈ ℂ  /   𝐼𝑚𝑧 > 0} . 

Tạo thành mô hình nửa mặt phẳng Poincaré của Hình học Lobachevsky.  

Trong bài báo trước đây chúng tôi đã đề cập đến khái niệm độ dài đại số Lobachevsky 

𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ) của cung đoạn định hướng nối từ 𝐴 đến 𝐵 trên một trục (𝐿ê 𝐻à𝑜, 2018) 

-Nếu trục là trục cong với cực âm 𝐼 và cực dương 𝐾 thì: 

𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ) = 𝑙𝑛 (
𝐴 − 𝐾

𝐵 − 𝐾
 ∶   

𝐴 − 𝐼

𝐵 − 𝐼
) 

-Nếu trục là trục thẳng vuông góc với 𝑂𝑥 tại 𝐾 thì: 

𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ) = 𝑙𝑛 (
𝐴 − 𝐾

𝐵 − 𝐾
 ) 

Chúng tôi đề cập các giá trị sau: 

𝑠ℎ(𝐴𝐵) =
𝑒𝜌(𝐴𝐵) − 𝑒−𝜌(𝐴𝐵)

2
 

𝑠ℎ(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ) =
𝑒𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ) − 𝑒−𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )

2
 

Trong đó 𝜌(𝐴𝐵) là độ dài Lobachevsky của cung đoạn 𝐴𝐵 (𝑁𝑔𝑢𝑦ễ𝑛 𝐵á 𝐾ℎ𝑖ế𝑛, 2011), rõ 

ràng 𝜌(𝐴𝐵) = |𝐿(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )|. 

Định nghĩa 1.1. Cho bốn điểm  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 phân biệt và cùng nằm trên một đường thẳng Lob. 

Tỉ số kép của của 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 (theo thứ tự) là một số; kí hiệu (𝐴𝐵𝐶𝐷); xác định như sau: 

(𝐴𝐵𝐶𝐷) =   
𝑠ℎ(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐶𝐵̅̅ ̅̅ )
 ∶   

𝑠ℎ(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐷𝐵̅̅ ̅̅ )
 

Chúng ta dễ dàng nhận thấy những tính chất tương tự như tỉ số kép trong hình học 

Euclide. 
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Tiếp theo chúng ta sẽ vận dụng khái niệm nêu trên để khảo sát mối liên hệ giữa tỉ số 

kép của bốn đường thẳng Lobachevsky đồng quy, tỉ số kép của những giao điểm trên cát 

tuyến và tỉ số kép của các tâm. 

2. Kết quả chính 

Nếu đường thẳng Lob (𝑙) có thể hiện là nửa đường tròn tâm 𝐻, ta nói điểm 𝐻 là tâm 

của (𝑙). Nếu đường thẳng Lob (𝑙) có thể hiện là nửa đường thẳng vuông góc trục 𝑂𝑥, ta nói 

(𝑙) có tâm 𝐻 vô tận (𝐻 ≡ ∞). 

Định lý 2.1. Cho bốn đường thẳng Lob phân biệt (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) cố định, đồng quy tại 𝑆. 

Xét một cát tuyến bất kì (∆) là đường thẳng Lob không qua 𝑆 và cắt (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) tương 

ứng tại 𝐴,𝐵, 𝐶, 𝐷. Khi đó tỉ số kép (𝐴𝐵𝐶𝐷) là hằng số không phụ thuộc vào (∆), hơn nữa: 

(𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4) 

Trong đó 𝐼1, 𝐼2 , 𝐼3, 𝐼4  tương ứng là tâm của (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑). 

Chứng minh.  

1. Xét các đường thẳng Lob (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) đồng quy tại 𝑆(𝑝, 𝑞) lần lượt tương ứng 

với các nửa đường tròn sau: 

(𝐿1)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎1𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎1𝑝 

(𝐿2)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎2𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎2𝑝 

(𝐿3)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎3𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎3𝑝 

(𝐿4)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎4𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎4𝑝 

Lần lượt có tâm 𝐼1(𝑎1, 0), 𝐼2 (𝑎2, 0), 𝐼3(𝑎3, 0), 𝐼4(𝑎4, 0). 

 Trước tiên ta xét (∆) là trục thẳng, vuông góc và cắt 𝑂𝑥 tại 𝐾(𝑚, 0) với 𝑚 ≠ 𝑝: 

 

 

 

 

 

 

 

Ta có: 

𝐴 (𝑚,√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎1(𝑚 − 𝑝)) 

𝐵 (𝑚,√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎2(𝑚 − 𝑝)) 

𝐶 (𝑚,√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎3(𝑚 − 𝑝)) 

𝐷 (𝑚,√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎4(𝑚 − 𝑝)) 

Suy ra: 

𝐿(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ) = 𝑙𝑛 (
𝐶 − 𝐾

𝐴 − 𝐾
) = 𝑙𝑛 (

√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎3(𝑚 − 𝑝)

√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎1(𝑚 − 𝑝)
)  

⇒ 𝑒𝐿(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ) =
√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎3(𝑚 − 𝑝)

√𝑝2 + 𝑞2 −𝑚2 + 2𝑎1(𝑚 − 𝑝)
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⇒ 𝑠ℎ(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ) =
(𝑚 − 𝑝)(𝑎3 − 𝑎1)

𝐶𝐾. 𝐴𝐾
  

Tương  tự ta có:    

𝑠ℎ(𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ) =
(𝑚 − 𝑝)(𝑎3 − 𝑎2)

𝐶𝐾. 𝐵𝐾
 

     

𝑠ℎ(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ ) =
(𝑚 − 𝑝)(𝑎4 − 𝑎1)

𝐷𝐾. 𝐴𝐾
 

 

𝑠ℎ(𝐷𝐵̅̅ ̅̅ ) =
(𝑚 − 𝑝)(𝑎4 − 𝑎2)

𝐷𝐾. 𝐵𝐾
 

Suy ra: 

(𝐴𝐵𝐶𝐷)   =   
𝑠ℎ(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐶𝐵̅̅ ̅̅ )
 ∶   

𝑠ℎ(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐷𝐵̅̅ ̅̅ )
  =   

𝑎3 − 𝑎1
𝑎3 − 𝑎2

∶  
𝑎4 − 𝑎1
𝑎4 − 𝑎2

  =  (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4)    

 

 Trường hợp (∆) là trục cong có cực âm 𝐼:  

 

 

 

 

 

 

 

Không ảnh hưởng kết quả, ta có thể xem gốc trục 𝑂𝑥 là 𝑂 ≡ 𝐼. Dùng phép nghịch đảo tâm 

𝑂 tỉ số  𝑘 > 0 biến (∆) thành trục thẳng (∆′) vuông góc với 𝑂𝑥; biến các đường thẳng Lob 

(𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) thành các đường thẳng Lob (𝑎′), (𝑏′), (𝑐′), (𝑑′) đồng quy và cắt (∆′) lần 

lượt tại 𝐴′,  𝐵′,  𝐶′, 𝐷′. 

Phép nghịch đảo nói trên có phương trình: 

{
 

 𝑥′ =
𝑘𝑥

𝑥2 + 𝑦2

𝑦′ =
𝑘𝑦

𝑥2 + 𝑦2

          ⟺        

{
 
 

 
 𝑥 =

𝑘𝑥′

𝑥′2 + 𝑦′2

𝑦 =
𝑘𝑦′

𝑥′2 + 𝑦′2

 

 

Từ đó suy ra các đường thẳng Lob (𝑎′), (𝑏′), (𝑐′), (𝑑′) tương ứng với các nửa đường tròn có 

tâm (𝑎𝑖
′, 0), với: 

 𝑎′𝑖 = −
𝑘𝑎𝑖

𝑝2 + 𝑞2 − 2𝑎𝑖𝑝
            (𝑖 = 1,2,3,4) 

 

Suy ra: 

(𝐴𝐵𝐶𝐷)   = (𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′)  =   
𝑎′3 − 𝑎

′
1

𝑎′3 − 𝑎
′
2

∶  
𝑎′4 − 𝑎

′
1

𝑎′4 − 𝑎
′
2

  =
𝑎3 − 𝑎1
𝑎3 − 𝑎2

∶  
𝑎4 − 𝑎1
𝑎4 − 𝑎2

= (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4)  
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2. Xét các đường thẳng Lob (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) đồng quy tại 𝑆(𝑝, 𝑞); lần lượt tương ứng 

với các nửa đường tròn và nửa đường thẳng, chẳng hạn: 

(𝐿1)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎1𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎1𝑝 

(𝐿2)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎2𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎2𝑝 

(𝐿3)    𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎3𝑥 = 𝑝
2 + 𝑞2 − 2𝑎3𝑝 

(𝐿4)    𝑥    =     𝑝 

Bằng phương pháp như trên ta có: 

(𝐴𝐵𝐶𝐷)   =     
𝑎3 − 𝑎1
𝑎3 − 𝑎2

   =   (𝐼3𝐼1𝐼2)  =  (𝐼1𝐼2𝐼3∞) = (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4) ■    

            

Định nghĩa 2.2. Cho bốn đường thẳng Lob phân biệt (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) đồng quy. Tỉ số kép 

của (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) là một số; kí hiệu là (𝑎𝑏𝑐𝑑); xác định như sau: 

(𝑎𝑏𝑐𝑑) = (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4) 

Trong đó 𝐼1, 𝐼2 , 𝐼3, 𝐼4  tương ứng là tâm của (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑). 

Hệ quả 2.3. Cho bốn đường thẳng Lob phân biệt (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) đồng quy tại 𝑆; lần lượt 

có tâm 𝐼1, 𝐼2 , 𝐼3, 𝐼4. Khi đó: 

(𝑎𝑏𝑐𝑑) = (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4) = (𝐴𝐵𝐶𝐷) 

Với 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  tương ứng là giao điểm giữa cát tuyến bất kì không qua 𝑆 với (𝑎), (𝑏), (𝑐), 

(𝑑).  

Ví dụ. Cho bốn đường thẳng Lob (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) đồng quy. Trong đó (𝑏) có thể hiện là 

nửa đường thẳng (có tâm 𝐼2 ≡ ∞);  (𝑎), (𝑐), (𝑑) tương ứng có tâm 𝐼1(−2, 0), 𝐼3(3, 0),

𝐼4(8, 0). Ta tính tỉ số kép (𝑎𝑏𝑐𝑑): 

(𝑎𝑏𝑐𝑑) = (𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4) = (𝐼3𝐼4𝐼1𝐼2) = (𝐼3𝐼4𝐼1∞) = (𝐼1𝐼3𝐼4) =
𝑎1 − 𝑎3
𝑎1 − 𝑎4

=
−2 − 3

−2 − 8
=
1

2
  ■ 

Hệ quả 2.4. Cho hai đường thẳng Lob (𝑎), (𝑏) bất kì cắt nhau tại 𝑆. Xét các đường thẳng 

Lob (𝑐), (𝑑) qua 𝑆; là phân giác của các góc tạo bởi (𝑎), (𝑏). Khi đó: (𝑎𝑏𝑐𝑑)  =  −1. 

 

 

 

 

 

 

 

Chứng minh. Xét một đường thẳng Lob (∆) không qua 𝑆; cắt (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) tương ứng 

tại 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Giả sử 𝐶 nằm trên cung đoạn 𝐴𝐵 và 𝐷 nằm ngoài cung đoạn đó.  

Áp dụng Định lý hàm số sin hyperbolic (Nguyễn Thị Liên & Nguyễn Bá Khiến, 2011) cho 

các tam giác Lobachevsky 𝑆𝐶𝐴, 𝑆𝐶𝐵  với ∠𝐶𝑆𝐴 = ∠𝐶𝑆𝐵 = 𝛼, ∠𝑆𝐶𝐴 = 𝜃 𝑡𝑎 𝑐ó: 

𝑠ℎ(𝐶𝐴)

𝑠𝑖𝑛𝛼
=
𝑠ℎ(𝑆𝐴)

𝑠𝑖𝑛𝜃
    𝑣à      

𝑠ℎ(𝐶𝐵)

𝑠𝑖𝑛𝛼
=
𝑠ℎ(𝑆𝐵)

𝑠𝑖𝑛𝜃
 

⇒  
𝑠ℎ(𝐶𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐶𝐵̅̅ ̅̅ )
   =   −

𝑠ℎ(𝐶𝐴)

𝑠ℎ(𝐶𝐵)
  =   −

𝑠ℎ(𝑆𝐴)

𝑠ℎ(𝑆𝐵)
       (1) 
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Áp dụng Định lý hàm số sin hyperbolic cho các tam giác Lobachevsky 𝑆𝐷𝐴, 𝑆𝐷𝐵 ta có: 

  

 
𝑠ℎ(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ )

𝑠ℎ(𝐷𝐵̅̅ ̅̅ )
   =   

𝑠ℎ(𝐷𝐴)

𝑠ℎ(𝐷𝐵)
  =   

𝑠ℎ(𝑆𝐴)

𝑠ℎ(𝑆𝐵)
      (2) 

Từ (1) và (2) và áp dụng Định lý 2.1 ta có:  (𝑎𝑏𝑐𝑑) =  (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −1 ■ 

3. Kết luận 

Định lý 2.1 và Hệ quả 2.3 đã thể hiện mối liên hệ giữa tỉ số kép của bốn đường thẳng 

Lobachevsky đồng quy, tỉ số kép của những giao điểm trên cát tuyến và tỉ số kép của các 

tâm 
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Abstract 

In this paper, we establish the relationships between the Cross ratio of four 

concurrent Lobachevskian lines and the Cross ratio of four points. The main findings of the 

paper are Theorem 2.1 and Consequence 2.3. 

Keywords: Cross ratio, Concurrent lines, Lobachevskian line, Poincaré half - plane 

model. 


