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�NG D�NG PH��NG PHÁP BÌNH SAI TRUY H�I 

THU�T TOÁN T THU�N TRONG X� LÝ TOÁN H�C 

M�NG L��I TR�C ��A

L��ng Thanh Th�ch
Tr��ng ��i h�c T�i nguyên v� Môi tr��ng H� N�i

Tóm t�t

X� lý toán h�c (bình sai) các m�ng l��i tr�c ��a là n�i dung c� b�n và quan 
tr�ng c�a công tác �o ��c và b�n ��. �� th�c hi�n công vi�c này, hi�n nay có nhi�u 
ph��ng pháp khác nhau. Bài báo này �� c�p t�i s� d�ng thu�t toán T thu�n là m�t 
trong các thu�t toán bình sai truy h�i.

T� khóa: Bình sai truy h�i; Bình sai các m�ng l��i tr�c ��a

Abstract 

Apply the T recurrent algorithm to the adjustment of geodetic networks 

Geodetic networks mathematics processing (adjustment) plays an important role 
in surveying and mapping. A number of methods enable to solve this problem. The 
paper deals with the T algorithm, which belongs to recurrent adjustment methods.

Key word: Recurrent adjustment; Geodetic networks adjustment

1. ��t v�n ��

Ph��ng pháp bình sai truy h�i v�i 
phép bi�n ��i xoay Givens (thu�t toán T 
thu�n), ���c H� Minh Hòa phát tri�n trên 
n�n t�ng c�a ph��ng pháp bình sai truy 
h�i (thu�t toán Q) do Markuze (1986) 
�� xu�t v�i m�c �ích ��a các tr� �o v�o 
tính toán truy h�i d�a trên c� s� s� d�ng 
ma tr�n tam giác trên T, thêm v�o �ó ma 
tr�n tam giác trên T liên h� v�i ma tr�n 
chu�n R theo bi�u th�c R=TT.T. ��c 
tr�ng c� b�n c�a thu�t toán T thu�n l� 
tính tr�c ti�p ma tr�n tam giác trên T t� 
h� ph��ng trình s� c�i chính m� không 
c�n thông qua vi�c l�p h� ph��ng trình 
chu�n. V�i ��c �i�m nêu trên cùng v�i 
tính ch�t c�a phép bi�n ��i xoay Givens 
l� phép bi�n ��i tr�c giao nên vi�c tích 
l�y sai s� l�m tròn trong quá trình tính 
toán l� nh� b� qua. 

B�i báo n�y nghiên c�u c� s� lý 
thuy�t v� ti�n h�nh ch�ng minh b�ng 
th�c nghi�m c�a thu�t toán T thu�n �� 
x� lý các m�ng l��i tr�c ��a.

2. Gi�i quy�t v�n ��

2.1. Lý thuy�t phép bi�n ��i xoay

Lý thuy�t c�a phép bi�n ��i xoay 
���c trình b�y trong t�i li�u [4]. Theo 
�ó, gi� s� trên m�t ph�ng Oxy khi xoay 
vect� a(x, y) �i m�t góc �, các t�a �� x, 
y c�a �i�m a s� thay ��i th�nh (x’, y’) 
���c tính theo các công th�c:

(1.1)

chúng ta ��t ma tr�n:

(1.2)

���c g�i l� ma tr�n xoay v�i góc 
xoay �. Ma tr�n H l� ma tr�n vuông góc 
th�a mãn tính ch�t:

(1.3)

v�i ma tr�n E
2x2

 l� ma tr�n ��n v� 2×2.

Lúc n�y, b�i toán ��t ra l� tìm góc 
� sao cho tung �� y’ c�a vect� a’(x’, 
y’) b�ng 0. Phép bi�n ��i ��a a(x, y) v� 
a’(x’, 0) ���c g�i l� phép bi�n ��i xoay. 
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T� h� ph��ng trình (1.1) khi ��t y’=0 

chúng ta có:

0cos.sin. =+ αα yx (1.4)

M�t trong các nghi�m c�a (1.4) có d�ng:

� �ây

(1.5)

Phép bi�n ��i xoay trình b�y trên 

���c �� xu�t b�i Givens (1954) �� bi�n 

��i ma tr�n ��i x�ng v� d�ng ma tr�n 

3 ���ng chéo khi gi�i h� ph��ng trình 

tuy�n tính v�i vi�c xác ��nh ��ng th�i 

các giá tr� riêng c�a ma tr�n nên còn 

���c g�i l� phép bi�n ��i xoay Givens.

Trong th�c t� áp d�ng phép bi�n 

��i xoay Givens, chúng ta thay ma tr�n 

H � d�ng (1.2) b�i ma tr�n H � d�ng 

m�i nh� sau:

(1.6)

v� thay cho (1.5) s� d�ng công th�c:

(1.7)

Khi �ó h� (1.1) có d�ng m�i nh� sau:

(1.8)

Ma tr�n H (1.6) th�a mãn tính ch�t 
(1.3). �� áp d�ng phép bi�n ��i xoay 
Givens trong phép bi�n ��i ma tr�n ��i 
x�ng xác ��nh d��ng th�nh ma tr�n tam 
giác, chúng ta bi�u di�n ma tr�n ��i 
x�ng xác ��nh d��ng  d��i d�ng sau:

(1.9)

� �ây R – ma tr�n ��i x�ng xác ��nh 
d��ng, Z - vect�, � l� m�t s� d��ng.

��i v�i ma tr�n ��i x�ng xác ��nh 
d��ng luôn t�n t�i phép khai tri�n tam 
giác duy nh�t theo ph��ng pháp Cholesky. 
�i�u n�y có ngh�a chúng ta luôn có:

(1.10)

� �ây T v�  l� các ma tr�n tam 
giác trên.

L�u ý (1.3) v� (1.10) có th� vi�t l�i bi�u th�c (1.9) d��i d�ng sau:

Bi�u th�c trên g�i ý cho vi�c s� 

d�ng ma tr�n xoay H �� bi�n ��i h�ng 

cu�i cùng  c�a ma tr�n ph�:

(1.11)

th�nh h�ng g�m to�n s� 0. Khi 

�ó chúng ta s� nh�n ���c ma tr�n ph� 

bi�n ��i

(1.12)

v�i ma tr�n tam giác trên  nh�n 

���c th�a mãn bi�u th�c .

Nh� v�y, phép bi�n ��i Givens cho 

phép nh�n ���c tr�c ti�p ma tr�n tam 

giác trên  thay vì ph�i bi�n ��i ma tr�n 

chu�n  theo ph��ng pháp Choleski. 

�u �i�m c�a phép bi�n ��i xoay 

so v�i ph��ng pháp Gauss v� Cholesky 

trong vi�c gi�i h� ph��ng trình chu�n l� 

vi�c h�n ch� s� tích l�y c�a các sai s� l�m 

tròn. Ngo�i ra phép bi�n ��i xoay còn cho 

phép s� d�ng k� thu�t ma tr�n th�a trong 

quá trình bình sai m�ng l��i tr�c ��a.
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2.2. C� s� lý thuy�t c�a thu�t toán 
truy h�i T thu�n

Khi �ng d�ng thu�t toán T thu�n �� 
th�c hi�n tính toán, chúng ta ch�p nh�n 
ma tr�n tam giác trên ban ��u có d�ng [4]:

(1.13)

� �ây m >> 0 - s� r�t l�n (s� m 
th��ng nh�n b�ng 6); E

kxk
 - ma tr�n ��n 

v� b�c k.

G�i R
i-1

 - ma tr�n chu�n ���c l�p 
b�i các ph��ng trình s� c�i chính c�a 
(i – 1) tr� �o ��u tiên. ��i v�i (i – 1) tr� 
�o ��u tiên chúng ta có h� ph��ng trình 
chu�n:

(1.14)

Khi gi�i h� ph��ng trình chu�n 
(1.14) theo ph��ng pháp Choleski, 
chúng ta s� nh�n ���c 2 ph��ng trình 
bi�n ��i t��ng ���ng � d�ng:

(1.15)

� �ây, Y
i-1

 - vect� các s� h�ng t� 
do ���c bi�n ��i c�a h� ph��ng trình 
chu�n nh�n ���c sau khi ��a v�o tính 
toán (i – 1) tr� �o ��u tiên, T

i-1
- ma tr�n 

tam giác trên nh�n ���c t� phép tri�n 

khai 
 

theo ph��ng pháp 
Cholesky.

Khi bình sai m�ng l��i tr�c ��a 

theo thu�t toán T thu�n, chúng ta nh�n 

���c ma tr�n tam giác trên T, vect� 

các s� h�ng t� do ���c bi�n ��i Y v� 

t�ng �=[PVV]. Quá trình tính toán 

truy h�i tr� �o th� i l� y
i
 v�i ph��ng 

trình s� hi�u ch�nh , 

tr�ng s� P
i
, ma tr�n h� s� a

i
; s� h�ng 

t� do ; vect� các �n s� 

g�n �úng -X
0
 ���c th�c hi�n theo các 

nguyên t�c sau:

Nguyên t�c 1. Khi th�c hi�n phép 
bi�n ��i xoay Givens v�i ma tr�n ph�:

(1.16)

chúng ta s� nh�n ���c ma tr�n ph� 
bi�n ��i:

(1.17)

� �ây iT - ma tr�n tam giác trên liên 

h� v�i ma tr�n chu�n  

b�i bi�u th�c ; v�i ��i l��ng:

(1.18)

�� th�c hi�n bình sai truy h�i theo 
thu�t toán T, ngo�i ma tr�n ban ��u 
T

0
 ���c ch�n theo công th�c (1.13), 

chúng ta nh�n Y
0
 l� vect� 0, vect� h�ng 

.

Khi �ó ma tr�n ph� ban ��u B(0) có 
d�ng:

B�ng cách l�n l��t ��a n tr� �o 
trong m�ng l��i tr�c ��a v�o tính toán 
bình sai truy h�i theo nguyên t�c trên 

chúng ta th�c hi�n xong quá trình bình 
sai truy h�i m�ng l��i tr�c ��a theo phép 
bi�n ��i xoay. 

Nguyên t�c 2: N�u tr� �o y
i
 l� tr� �o 

d� thì có th� ki�m tra s� có m�t c�a các 
tr� �o thô theo s� h�ng t� do:

(1.19)

trên c� s� so sánh nó v�i gi�i h�n:

(1.20)

� �ây vect� t
i
 ���c xác ��nh theo 

công th�c:

(1.21)
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tr�ng s� ��o g
i
 c�a s� h�ng t� do �

i
 

���c xác ��nh theo công th�c:

(1.22)

Tr�ng s� ��o g
i
 c�a s� h�ng t� do �

i
 

d�a trên ph��ng pháp bình sai truy h�i 
có d�ng:

L�u ý  v� bi�u 
th�c (1.21), t� bi�u th�c trên suy ra 
công th�c (1.22).

Nguyên t�c v�a xem xét � trên l� 
c� s� c�a vi�c ki�m tra s� có m�t c�a 
các tr� �o thô trong quá trình bình sai 
truy h�i theo thu�t toán T thu�n.

3. Th�c nghi�m

Hình 1: S� �� l��i �� cao tr�c ��a dùng 
tính toán th�c nghi�m

�� lu�n ch�ng cho c� s� lý thuy�t 
b�i toán trên, ti�n h�nh tính toán th�c 
nghi�m m�t m�ng l��i �� cao tr�c ��a 
sau [1]:

Cho l��i �� cao nh� sau:

S� li�u g�c:     H
A
 = 12.000 m

S� li�u �o ���c cho � b�ng 1 sau:

B�ng 1. Thông tin s� li�u �o

STT
Chênh cao �o

h
i
 (m)

S� tr�m máy �o
n

i
 

1 +1.935 15
2 +5.351 30
3 +2.921 10
4 +4.853 10
5 +2.432 25

3.1. Th�c nghi�m bình sai truy h�i 

Tính �� cao g�n �úng c�a các �i�m 

1, 2, 3:

H0
1
 = H

A 
+ h

1
 = 13.935 m

H0
2
 = H

A
 + h

1
 + h

2
 = 19.286 m

H0
3
 = H

A
 + h

4
 = 16.853 m

H� s� ph��ng trình s� c�i chính, 

tr�ng s�, s� h�ng t� do ���c th�ng kê � 

b�ng 2 sau:

B�ng 2. Các h� s�, tr�ng s� và s� h�ng t� do c�a h� ph��ng ch�nh s� hi�u ch�nh

STT dH
1

dH
2

dH
3

Tr�ng s� 
S� h�ng t� do

�
i
(m)

1 1 0 0 2 0.000
2 -1 1 0 1 0.000
3 -1 0 1 3 -0.003
4 0 0 1 1.5 0.000
5 0 1 -1 1.2 -0.001

L�n l��t th�c hi�n ��a các tr� �o t� 1 ��n 5 v�o tính toán truy h�i, m�i tr� �o 

th�c hi�n bi�n ��i xoay k = 3 l�n. K�t qu� c�a quá trình tính bình sai truy h�i c�a 5 

tr� �o ���c trình b�y � các b�ng sau:

B�ng 3. Ma tr�n ph� ban ��u B(0)

=)0(B

0.000001 0 0 0
0 0.000001 0 0
0 0 0.000001 0

1.414214 0 0 0
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B�ng 4. Ma tr�n ph� bi�n ��i cu�i cùng 

=3B

2.449490 -0.408248 -1.224745 -0.003674
0.000000 1.425950 -1.192188 -0.000210
0.000000 0.000000 1.666940 0.001829

0.000000 0.000000 0.000000 0.002304

B�ng 5. Ma tr�n tam giác ���c bi�n ��i cu�i cùng 

=T

2.449490 -0.408248 -1.224745
0.000000 1.425950 -1.192188
0.000000 0.000000 1.666940

Vect� các s� h�ng t� do ���c bi�n ��i

Nghi�m c�a b�i toán ���c xác ��nh theo công th�c sau:

K�t qu� sau bình sai ���c th�ng kê � b�ng 6.

B�ng 6. K�t qu� sau bình sai

Tên �i�m
�� cao g�n �úng

(m)
S� hi�u ch�nh 

(m)
�� cao sau bình sai

(m)
�� chính xác 

(m)

1 13.9350 -0.0008 13.9342 0.0014

2 19.2860 0.0008 19.2868 0.0021

3 16.8530 0.0011 16.8541 0.0014

4. K�t lu�n

- So sánh k�t qu� sau bình sai t� 
b�ng 6 v�i k�t qu� bình sai theo thu�t toán 
Q ���c trình b�y trong t�i li�u [6], th�y 
r�ng hai ph��ng pháp (thu�t toán T thu�n 
v� thu�t toán Q) cho k�t qu� nh� nhau.

- Khi m�ng l��i có nhu c�u phát 
tri�n m� r�ng, ngh�a l� b� sung các �i�m 
m�i. Lúc n�y, chúng ta ho�n to�n có th� 
s� d�ng các tr� �o m�i cùng v�i các tr� �o 
c� �� bình sai l�i to�n b� m�ng l��i. Tuy 
nhiên, cách l�m n�y s� l�m thay ��i giá tr� 
(t�a ��, �� cao) c�a các �i�m kh�ng ch� � 
giai �o�n tr��c - �i�u n�y không phù h�p 
v�i quy ��nh v� �o ��c. Do v�y, v�n �� ��t 
ra, ho�n to�n có th� s� d�ng các k�t qu� 
bình sai c�a m�ng l��i � giai �o�n tr��c 
���c l�u d� trong CSDL k�t h�p v�i các 
tr� �o m�i �� ti�n h�nh bình sai xác ��nh 
các �i�m thu�c m�ng l��i m� r�ng. V�n 
�� n�y c�n ti�p t�c ���c nghiên c�u.
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