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Tóm tắt  

Trong bài viết này, chúng tôi nghiên cứu tính siêu ổn định suy rộng của phương trình hàm Drygas  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        

trên không gian tựa chuẩn, trong đó f là ánh xạ từ X vào Y và , , , .  x y x y x y X  Kết quả của 

bài viết là mở rộng các kết quả của Aiemsomboon và Sintunavarat (2016) về phương trình hàm 

Drygas trong không gian định chuẩn. 
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Abstract  

In this paper we study the hyperstability of the Drygas functional equation of the form 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        

in quasi-normed spaces, where f is a map from  X  into Y and , , , .  x y x y x y X  The obtained 

results are the extensions of the results of Aiemsomboon and Sintunavarat (2016) on the Drygas 

functional equation in normed spaces. 
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1. Mở đầu 

Ánh xạ :f   được gọi là thỏa mãn 

phương trình hàm Drygas khi và chỉ khi 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) (1.1)f x y f x y f x f y f y      

với mọi ,x y . Lưu ý rằng nếu các ánh xạ 

, :f g   thỏa mãn phương trình hàm 

Drygas thì f g  cũng thỏa mãn phương trình 

hàm Drygas. 

Năm 1987, Drygas đã nghiên cứu phương 

trình (1.1) và đưa ra đặc trưng của các không 

gian tựa tích (Drygas, 1987). Sau đó Ebanks và 

cs. (1992) đã mở rộng phương trình (1.1) 

( ) ( ) ( )f x A x Q x   trong đó :A   là ánh 

xạ cộng tính và :Q   là phương trình 

hàm bậc hai, nghĩa là với mỗi , ,x y A  thỏa 

mãn ( ) ( ) ( )A x y A x A y    và Q  thỏa mãn 

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )Q x y Q x y Q x Q y     .  

Tính ổn định của phương trình hàm 

Drygas đã được quan tâm nghiên cứu qua 

nhiều tác giả (Faiziev và Sahoo, 2007 và 

2008; Jung và Sahoo, 2002; Yang, 2004). 

Năm 2013, Piszczek và Szczawinka đã đưa ra 

kết quả về tính siêu ổn định suy rộng cho 

phương trình hàm Drygas (Piszczek và 

Szczawinka, 2013). Dù một kết quả về tính 

siêu ổn định đã được đưa ra bởi Bourgin 

(Bourgin, 1949), nhưng thuật ngữ “siêu ổn 

định” được sử dụng lần đầu tiên bởi Maksa và 

Pales (Maksa và Pales, 2014). 

Từ các kết quả của Aiemsomboon và 

Sintunavarat (2016) nghiên cứu về tính siêu 

ổn định trên không gian định chuẩn, trong bài 

viết này chúng tôi thiết lập và chứng minh các 

kết quả về tính siêu ổn định trên không gian 

tựa chuẩn. 

Trong bài viết này 
0n  

lần lượt biểu diễn 

tập các số nguyên lớn hơn hoặc bằng 0n , AB

biểu diễn tập hợp của tất cả các hàm từ tập hợp 

A   đến tập hợp .B    

Định nghĩa 1.1 (Kalton, 2003). Giả sử X  

là không gian vectơ trên trường , 1   và 

. : X X 
 
là một ánh xạ sao cho với mọi 

,x y X  và mọi ,a  

1.
 

0x   khi và chỉ khi 0x  . 

2.
 

.ax a x  

3.
 

( ).x y x y    

Khi đó .  được gọi là một tựa chuẩn và 

( , . , )X   được gọi là một không gian tựa chuẩn. 

Định nghĩa 1.2 (Czerwik S., 1998). Giả 

sử ,X    1   và :d X X  
 
là một 

ánh xạ sao cho với mọi , , ,x y z X  

1.
 

( , ) 0d x y   khi và chỉ khi .x y  

2.
 

( , ) ( , ).d x y d y x  

3. ( , ) ( ( , ) ( , )). d x z d x y d y z  

Khi đó 

1. d  được gọi là một b -metric trên X  và 

( , , )X d   được gọi là một không gian b -metric. 

2. Dãy { }n nx  được gọi là hội tụ đến x  

trong ( , , )X d   nếu lim ( , ) 0.


n
n

d x x  

3. Dãy { }n nx  được gọi là một dãy Cauchy 

nếu 
,
lim ( , ) 0.


n m
n m

d x x  

4. Không gian ( , , )X d   được gọi là đầy đủ 

nếu mỗi dãy Cauchy là một dãy hội tụ. 

Nếu ( , . , )X   là một không gian tựa 

chuẩn thì ( , )  d x y x y  với mọi ,x y X  

xác định một b -metric trên .X  Nếu không 

giải thích gì thêm thì trên không gian tựa 

chuẩn ta luôn dùng b -metric trên. Khi đó 

không gian tựa chuẩn đầy đủ được gọi là 

không gian tựa Banach. 

Định lí 1.3 (Paluszyński và Stempak, 

2009). Giả sử ( , , )Y d   là một không gian b -

metric, 2log 2   và 
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  1

1

1 2 1

inf{ ( , ) :

                  , ,..., , , 1}      (1.2)

,
n

d i i

i

n n

D d x x

x x x x x n

x

X

y

y











   


 

với mọi , .x y Y  Khi đó dD  là một metric trên 

Y  thỏa mãn 

1
( , ) ( , ) ( , )

4
dd x y D x y d x y  

      
 (1.3) 

với mọi , .x y Y  Đặc biệt, nếu d  là một 

metric thì 1   và .dD d  

Hệ quả 1.4 (Aiemsomboon và 

Sintunavarat, 2017). Cho , U  ( , . , )Y   là 

một không gian tựa Banach và 1,..., kf f : 

U U  và 1,... kL L : U   là các ánh xạ, 

trong đó k  là một số nguyên dương. Giả sử rằng  

1. : U UY Y  là một ánh xạ thỏa mãn 

1

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))   (1.4)   


  
k

i i i

i

x x L x f x f x

 
với mọi , UY   và .x U  

2. Tồn tại hai ánh xạ :U 
 

và 

:U Y   sao cho với mọi x U  

( ) ( ) ( ).x x x   
            

 (1.5) 

3. Với mỗi x U  và 2log 2,  k  

*

1

( ) : ( ) ( )
k

n

i

x x 


              (1.6) 

 trong đó  

          1

( )( ) ( ) ( ( ))
k

i i

i

x L x f x 


           (1.7)  

với mọi :U 
 
và mọi .x U  

Khi đó ta có,  

1. Với mọi ,x U  giới hạn  

              
lim( )( ) ( )n

x
x x 




               

(1.8)  

tồn tại và ánh xạ :U Y   là một điểm bất 

động của  thỏa mãn  

            *( ) ( ) 4 ( )x x x


              (1.9) 

với mọi .x U  

2. Với mỗi ,x U  nếu tồn tại 0M   sao cho 

      

*

1

( ) ( ( )( ))n

n

x M x  




   
      

(1.10) 

thì điểm bất động của thỏa mãn (1.9) là   

duy nhất. 

2. Kết quả chính 

Trong mục này chúng tôi thiết lập và 

chứng minh một số định lí về tính ổn định của 

phương trình hàm trong không gian tựa chuẩn. 

Định lí 2.1. Giả sử rằng 

1. X  là một tập con của không gian tựa 

chuẩn ( , . , )ZZ  trên trường  sao cho 

x X  thì x X   và ( , . , )YY   là một không 

gian tựa Banach trên trường . 

2. Tồn tại 0n   sao cho nx X  với mọi 

x X , 0n n  và ánh xạ :h X   thỏa mãn  

0 0: { , : (2 ( 1) ( )

         ( ) (2 1)) 1}

    

    

YM n n n s n s n

s n s n  

là một tập vô hạn, trong đó 

( ) : inf{ : ( ) ( )  }s n t h nx th x x X       

và ( )s n  thỏa mãn các điều kiện sau đây với 

,n   

lim ( ) 0
n

s n


  và lim ( ) 0
n

s n


  . 

3. Hàm :f X Y  thỏa mãn bất đẳng thức  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )                                                  (2.1)

f x y f x y f x f y f y

h x h y

      

 

với mọi , , , .  x y x y x y X  

Khi đó f  thỏa mãn phương trình  



Chuyên san Khoa học Tự nhiên 

 

24 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        (2.2) 

với mọi , .x y X  

Chứng minh. Với 0,x X m M   thay x  

bởi ( 1)m x  và y bởi mx  vào (2.1), ta có 

   

(( 1) ) (( 1) )  

2 (( 1) ) ( ) ( )

    

    

f m x mx f m x mx

f m x f mx f mx
 

2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) ) ( )f m x f mx f mx f m x f x       

(( 1) ) ( )h m x h mx   .                                (2.3)  

Xác định ánh xạ : X X

m Y Y  với 

0m M  bởi  

( )( ) : 2 (( 1) ) ( ) ( )

((2 1) ), , .

   

 

    

   

m

X

x m x mx mx

m x x X Y
 

Ta có, với mọi x X  

( ) : (( 1) ) ( ) [ ( 1) ( )] ( ).  (2.4)      m x h m x h mx s m s m h x   

Khi đó bất đẳng thức (2.3) có dạng 

( ) ( ) ( ).m mf x f x x   Điều này chứng tỏ 

(1.5) được thỏa mãn với , mf    . 

Xác định ánh xạ : X X

m     bởi  

( )( ) : (2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) ))m Yx m x mx mx m x              

với , .  X x X   

Khi đó (1.7) được thỏa mãn với 4,k

1 2 3( ) ( 1) , ( ) , ( ) ,    f x m x f x mx f x mx

1

2

4( ) (2 1) , ( ) 2 Yf x m x L x     và 

2 3 4

2( ) ( ) ( ) .YL x L x L x     

Hơn nữa, với mọi , , ,   UY x X  theo 

Định nghĩa 1.1, ta có 

( ) ( ) 2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )m mx x m x mx mx m x            

         2 1 2 1m x mx mx m x         

2 22 ( )(( 1) ) ( )( ) Y Ym x mx           

2 2( )( ) ( )((2 1) )Y Ymx m x            

 
4

1

( ) ( )( ( )) .i i

i

L x f x 


   

Bằng phép quy nạp toán học, chúng ta sẽ chỉ ra 

rằng với mọi 00, , ,  x X n m M  

2( ) [ ( 1) ( )][2 ( 1) ( )

                ( ) (2 1)] ( ).           (2.5)

      

   

n

m m Y

n

x s m s m s m s m

s m s m h x  

Từ (2.4), ta suy ra (2.5) đúng với 0.n  Giả sử 

rằng (2.5) đúng cho ,n l  với 0.l  Với 

1, n l  ta có 

1    ( )

( ( ))







  

l

m m

l

m m m

x

x
 

2 2

2 2

2 (( 1) ) ( )

  ( ) ((2 1) )

   

   

    

     

l l

Y m m Y m m

l l

Y m m Y m m

m x mx

mx m x
 

2 2[ ( 1) ( )][2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]         l l

Y s m s m s m s m s m s m

[2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )]h m x h mx h mx h m x      

2( 1)

1

[ ( 1) ( )][2 ( 1) ( ) ( )

   (2 1)] ( ).

l

Y

l

s m s m s m s m s m

s m h x

 



      

 

Điều này chỉ ra rằng (2.5) đúng với 1. n l  

Do đó (2.5) đúng với tất cả 0 .n  Theo định 

nghĩa 0M  và tổng cấp số nhân, với x X  và 

0m M  thì  

   0

( ) ( )n

m m

n

x




  

2

0

[ ( 1) ( )] [2 ( 1) ( ) ( )

  (2 1)] ( )

 

 






      

 

 n

Y

n

n

s m s m s m s m s m

s m h x

 

2

[ ( 1) ( )] ( )
. (2.6)

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]

 

 

 
  

      Y

s m s m h x

s m s m s m s m
  

Từ (1.6) và (2.6) ta suy ra được 

*

2

[ ( 1) ( )] ( )
( ) .

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]Y

s m s m h x
x

s m s m s m s m

 

 




 


      

Do đó, theo Hệ quả 1.4, với mỗi 0 ,m M  tồn 

tại một nghiệm :mF X Y  của phương trình 
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( ) 2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )m m m m mF x F m x F mx F mx F m x         

sao cho 

2

[ ( 1) ( )] ( )
( ) ( ) 4 . (2.7)

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]
m

Y

s m s m h x
f x F x

s m s m s m s m

 


 

 
 

      

Hơn nữa theo (1.8), ta có  

                
lim ( ) ( ).n

m m
n

f x F x


                (2.8)   

Tiếp theo chúng ta chứng minh  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )n n n n n

m m m m mf x y f x y f x f y f y      

2 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] ( ( )

   + ( ))                                                         (2.9)

      n n

Y s m s m s m s m h x

h y
 

với mọi , , ,x y x y x y X    và 0 .n  

Với 0,n  (2.9) trở thành (2.1). Giả sử 

rằng (2.9) đúng với 0 n r  với mọi 

, , , ,  x y x y x y X  ta có 

1 1 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( )

  ( ) ( )

r r r r r

m m m m m

r r r

m m m m m m

r r

m m m m

f x y f x y f x f y f y

f x y f x y f x

f y f y

          

    

  

2 (( 1)( )) ( ( )) ( ( ))

  ((2 1)( ) 2 (( 1)( )) ( ( ))

  ( ( )) ((2 1)( )) 2(2 (( 1) )

  ( ) ( ) ((2 1) ))

  2 (( 1) )

r r r

m m m

r f r

m m m

r r r

m m m

r r r

m m m

r r

m m

f m x y f m x y f m x y

f m x y m x y f m x y

f m x y f m x y f m x

f mx f mx f m x

f m y

       

       

       

    

  

2 2

( ) ( ) ((2 1) )

  2 (( 1)( )) ( ( )) ( ( ))

  ((2 1)( ))

[2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] [2 (( 1) )

  2 (( 1) ) ( ) ( ) ( ) ( )

  ((2 1) ) ((2 1

r r

m m

r r r

m m m

r

m

r r

Y Y

f my f my f m y

f m y f m y f m y

f m y

s m s m s m s m h m x

h m y h mx h my h mx h my

h m x h m

 

   

       

  

       

       

   

2( 1) 1

) )]

[2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] ( ( ) ( )).r r

Y

y

s m s m s m s m h x h y           

Suy ra (2.9) đúng với 1. n r  Điều này suy 

ra rằng (2.9) đúng với mọi 0 .n  

Đặt ( , )d x y x y   với mọi , .x y Y  

Khi đó ( , , )YY d   là một không gian b -metric. 

Từ (2.9) và (1.3) trong Định lí 1.3, ta có 

0 ( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( ))      n n n n n

d m m m m mD f x y f x y f x f y f y

( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( ))n n n n n

m m m m md f x y f x y f x f y f y      

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )n n n n n

m m m m mf x y f x y f x f y f y


       

2 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] ( ( ) ( ))

0                                                                                 (2.10)

         



n n

Y s m s m s m s m h x h y
  

Suy ra  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).      n n n n n

m m m m mf x y f x y f x f y f y
 

 
Lấy giới hạn hai vế của (2.7) khi ,m  ta 

được 0 lim ( ) ( ) 0,m
m

f x F x



    suy ra 

lim ( ) ( ) 0.


 m
m

f x F x  Do đó 

                
lim ( ) ( ).


m
m

F x f x                 (2.11)  

Từ (2.11) với , ,x y X  ta có  

lim(2 ( ) ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( ). (2.12)


      m m m
m

F x F y F y f x f y f y  

Từ (2.10), ta suy ra 

lim ( ( ) ( ),2 ( ) ( )

( )) 0.                                                   (2.13)


   

  

n n n n

d m m m m
n

n

m

D f x y f x y f x f y

f y
  

Vì dD  liên tục, cho n  trong (2.10), sử 

dụng định nghĩa của 0M  và (2.8), với mọi 

, ,x y X  ta có 

   
( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( ))d m m m m mD F x y F x y F x F y F y       

lim ( ( ) ( ),2 ( )

  ( ) ( )).                         (2.14)

n n n

d m m m
n

n n

m m

D f x y f x y f x

f y f y


   

  
 

Kết hợp (2.13) và (2.14), ta có 

    
( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( )dD f x y f x y f x f y f y       

lim ( ( ) ( ),2 ( )

   ( ) ( ))

0.


   

  



d m m m
m

m m

D F f x y F f x y F x

F y F y  

Do đó 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).      f x y f x y f x f y f y  
Điều này chứng tỏ f  là một nghiệm của 

phương trình tuyến tính tổng quát (2.2).         
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Định lí 2.2. Giả sử rằng 

1. X  là một tập con của không gian tựa 

chuẩn ( , . , )ZZ‖ ‖  trên trường  sao cho 

x X  thì x X   và ( , . , )YY ‖ ‖  là một không 

gian tựa Banach trên trường . 

2. Tồn tại 0n   sao cho nx X  với mọi 

0,x X n n   và ánh xạ , :u v X   thỏa mãn 

0 0 12 12 12

12

: { , : [2 ( 1) ( ) ( )

          (2 1)] 1}

      

  

YM n n n s n s n s n

s n

là một tập vô hạn, trong đó 

1 2 12( ) ( ) : ( ),s n s n s n  

1( ) : inf{ : ( ) ( )s n t u nx tu x    với mỗi },x X  

2( ) : inf{ : ( ) ( )s n t v nx tv x    với mỗi },x X  

và 1 2( ), ( )s n s n  thỏa mãn các điều kiện sau đây 

với n  

1 1 2( ) lim ( ) ( ) 0;


  
n

W s n s n  

2 1( ) lim ( ) 0
n

W s n


  hoặc 2lim ( ) 0.



n

s n  

3. Hàm :f X Y  thỏa mãn bất đẳng thức 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2.15)       f x y f x y f x f y f y u x v y   

với mỗi , , , .  x y x y x y X  

Khi đó f  thỏa mãn phương trình  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) (2.16)      f x y f x y f x f y f y  
với mọi , .x y X  

Chứng minh. Với 0,x X m M   thay x  

bởi ( 1)m x  và y  bởi mx  vào (2.15) đã cho 

  (( 1) ) (( 1) ) 2 (( 1) )

  ( ) ( )

      

  

f m x mx f m x mx f m x

f mx f mx

2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) ) ( )f m x f mx f mx f m x f x         

(( 1) ) ( ).u m x v mx                                (2.17)    

Xác định ánh xạ : X X

m Y Y  với 0m M  bởi 

( )( ) : 2 (( 1) ) ( ) ( )

                  ((2 1) ), , .

   

 

    

   

m

X

x m x mx mx

m x x X Y
 

Ta có, với mọi x X  

1 2( ) : (( 1) ) ( ) [ ( 1) ( )] ( ) ( ). (2.18)m x u m x v mx s m s m u x v x      

Khi đó bất đẳng thức (2.17) có dạng 

( ) ( ) ( ).m mf x f x x 
 

Điều này chứng tỏ 

(1.5) được thỏa mãn với , .    mf  

Xác định ánh xạ : X X

m     với mỗi 

0 , ,Xm M x X     bởi 

2( )( ) : (2 (( 1) ) ( ) ( )

                 ((2 1) )).                       (2.19)

    



     

 

m Yx m x mx mx

m x
 

Khi đó (1.7) được thỏa mãn với 4k  , 

1 2 3( ) ( 1) , ( ) , ( ) ,    f x m x f x mx f x mx  

1

2

4( ) (2 1) , ( ) 2 Yf x m x L x     và 

2

2 3 4( ) ( ) ( ) YL x L x L x     với .x X  Hơn 

nữa với mọi , ,UY x X    và theo Định 

nghĩa 1.1 về không gian tựa chuẩn, ta có 

   ( ) ( )

2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )

 

   



      

m mx x

m x mx mx m x
 

 2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )         m x mx mx m x  

2 22 ( )(( 1) ) ( )( )Y Ym x mx           

2 2 ( )( ) ( )((2 1) )          Y Ymx m x

4

1

( ) ( )( ( )) .i i

i

L x f x 


  ‖ ‖  

Bằng phép quy nạp toán học, chúng tôi sẽ 

chỉ ra rằng với mọi 0, 0, ,  x X n m M  

2

1 2 12 12

12 12

( ) [ ( 1) ( )][2 ( 1) ( )

                ( ) (2 1)] ( ) ( ). (2.20)

     

   

n n

m m Y

n

x s m s m s m s m

s m s m u x v x
 

Thật vậy, từ (2.18), ta suy ra (2.20) đúng 

với 0.n  Giả sử rằng (2.20) đúng cho ,n l  

trong đó 0 ,l  ta có 
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1    ( )

( ( ))







  

l

m m

l

m m m

x

x
 

2 2

2

2 (( 1) ) ( )

  ( ) ((2 1) )

   

   

    

     

l l

Y m m Y m m

l l

Y m m Y m m

m x mx

mx m x
 

2

1 2 12 12 12

22 [ ( 1) ( )][2 ( 1) ( ) ( )l

Y Y s m s m s m s m s m         

2 2

1 2 12 12 12

12

[ ( 1) ( )][2 ( 1) ( ) ( )

(2 1)] [2 (( 1) ) (( 1) ) ( ) ( )

( ) ( ) ((2 1) ) ((2 1) )]

l

Y

l

s m s m s m s m s m

s m u m x v m x u mx v mx

u mx v mx u m x v m x

      

    

     
           

2 2

1 2 12 12 12[ ( 1) ( )][2 ( 1) ( ) ( )l

Y s m s m s m s m s m        

  12 12 12(2 1)] [2 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ls m s m u x v x s m u x v x               

  12 12( ) ( ) ( ) (2 1) ( ) ( )]s m u x v x s m u x v x     

2( 1)

1 2 12 12

1

12 12

[ ( 1) ( )][2 ( 1) ( )

  ( ) (2 1)] ( ) ( ).

 



   

   

l

Y

l

s m s m s m s m

s m s m u x v x
 

Điều này chỉ ra rằng (2.20) đúng với 1. n l  

Do đó (2.20) đúng với mọi 0 .n  Theo định 

nghĩa 0M  và tổng cấp số nhân, với ,x X  

0m M  và 2log 2
Y

   thì 

0

2

1 2 12 12

0

12 12

    ( ) ( )

[ ( 1) ( )] [2 ( 1) ( )

   ( ) (2 1)] ( ) ( )



 

  















   

   





n

m m

n

n

Y

n

n

x

s m s m s m s m

s m s m u x v x

1 2

2

12 12 12 12

[ ( 1) ( )] ( ) ( )

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]

.                                                                       (2.21)

  

 




      

 

Y

s m s m u x v x

s m s m s m s m  

Từ (1.6) và (2.21) ta suy ra được 

* 1 2

2

12 12 12 12

[ ( 1) ( )] ( ) ( )
( ) .

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]Y

s m s m u x v x
x

s m s m s m s m

  

 







      
 

Do đó, theo Hệ quả 1.4, với mỗi 0m M  tồn 

tại một nghiệm :mF X Y  của phương trình 

( ) 2 (( 1) ) ( ) ( ) ((2 1) )m m m m mF x F m x F mx F mx F m x        

sao cho 

1 2

2

12 12 12 12

     ( ) ( )

[ ( 1) ( )] ( ) ( )
4 . (2.22)

1 [2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)]

m

Y

f x F x

s m s m u x v x

s m s m s m s m



  

 






      

với ( ) ( )x f x   và ( ) ( ).  mx F x  Hơn nữa 

theo (1.8), ta có lim ( ) ( ).n

m m
n

f x F x


      (2.23) 

Tiếp theo chúng ta chứng minh 

  
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )n n n n n

m m m m mf x y f x y f x f y f y      

2

12 12 12

12

[2 ( 1) ( ) ( )

  (2 1)] ( ( ) ( ))                  (2.24)

    

 

n

Y

n

s m s m s m

s m u x v y
 

với mọi , , ,x y x y x y X    và 0 .n  

Thật vậy với 0n   (2.24) trở thành (2.15). 

Do đó (2.24) đúng với 0n  . Với 0r  và 

giả sử rằng (2.24) đúng với n r  với mọi 

, , , ,  x y x y x y X  ta có 

   
1 1 1 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )r r r r r

m m m m mf x y f x y f x f y f y          

( ) ( ) 2 ( )

   ( ) ( )

    

  

r r r

m m m m m m

r r

m m m m

f x y f x y f x

f y f y

2 (( 1)( )) ( ( )) ( ( ))

  ((2 1)( ) 2 (( 1)( )) ( ( ))

  ( ( )) ((2 1)( )) 2(2 (( 1) )

       

       

       

r r r

m m m

r f r

m m m

r r r

m m m

f m x y f m x y f m x y

f m x y m x y f m x y

f m x y f m x y f m x

 ( ) ( ) ((2 1) )) 2 (( 1) )         r r r r

m m m mf mx f mx f m x f m y

 ( ) ( ) ((2 1) ) 2 (( 1)( ))       r r r r

m m m mf my f my f m y f m y

 ( ( )) ( ( )) ((2 1)( ))       r r r

m m mf m y f m y f m y

2

12 12 12 2

2

1[2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] [2 (( 1) ) (( 1) )r r

Y Y s m s m s m s m u m x v m y           

( ) ( ) ( ) ( ) ((2 1) ) ((2 1) )]u mx v my u mx v my u m x v m y        
2 2

12 12 12

12 12 12

[2 ( 1) ( ) ( )

  (2 1)] [2 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

     

   

r

Y

r

s m s m s m

s m s m u x v y s m u x v y
 

12 12 ( ) ( ) ( ) (2 1) ( ) ( )]   s m u x v y s m u x v y  

2( 1) 1

12 12 12 12[2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)] ( ) ( ).r r

Y s m s m s m s m u x v y           

Suy ra (2.24) đúng với 1. n r  Điều này suy 

ra rằng (2.24) đúng với mọi 0n . 
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Đặt ( , )d x y x y  với mọi , .x y Y  

Khi đó ( , , )YY d   là một không gian b -metric. 

Từ (1.3) trong Định lí 1.3  và (2.24), ta có 

0 ( ( ) ( ),2 ( )

    ( ) ( ))

   

  

n n n

d m m m

n n

m m

D f x y f x y f x

f y f y

  ( ( ) ( ),2 ( )

     ( ) ( ))

   

  

n n n

m m m

n n

m m

d f x y f x y f x

f y f y

( ) ( ) 2 ( )

( )

  

  (   )

   





 

n n n

m m m

n n

m m

f x y f x y f x

f y f y

2

12 12 12

12

  [2 ( 1) ( ) ( )

     (2 1)] ( ( ) ( )) 0. (2.25)



  

    

  

n

Y

n

s m s m s m

s m u x v y
  

Suy ra  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).      n n n n n

m m m m mf x y f x y f x f y f y
 

Lấy giới hạn hai vế của (2.22) khi m  

ta được 0 lim ( ) ( ) 0.m
m

f x F x



    

Suy ra lim ( ) ( ) 0.m
m

f x F x


   Do đó  

                 
lim ( ) ( ).m
m

F x f x


                 (2.26) 

Từ (2.26), ta cũng có  

lim(2 ( ) ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( ). (2.27)


      m m m
m

F x F y F y f x f y f y

Từ (2.25), ta suy ra  

lim ( ( ) ( ),2 ( )

( ) ( )) 0.                       (2.28)

n n n

d m m m
n

n n

m m

D f x y f x y f x

f y f y


  

   
     

Vì dD  liên tục, cho n  trong (2.25), sử 

dụng Hệ quả 1.4 và định nghĩa của 0 ,M  với 

mọi , ,x y X  ta có 

  ( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( )     d m m m m mD F x y F x y F x F y F y

lim ( ( ) ( ),2 ( )

   ( ) ( )).                     (2.29)


   

  

n n n

d m m m
n

n n

m m

D f x y f x y f x

f y f y
  

Kết hợp (2.26) và (2.29), ta có 

( ( ) ( ),2 ( ) ( ) ( )dD f x y f x y f x f y f y     

lim ( ( ) ( ),2 ( )

   ( ) ( )) 0.


   

   

d m m m
m

m m

D F f x y F f x y F x

F y F y
 

Do đó  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).f x y f x y f x f y f y        
Điều này chứng tỏ f  là một nghiệm của 

phương trình tuyến tính tổng quát (2.16).       

3. Một số trường hợp đặc biệt 

Hệ quả 3.1. Giả sử rằng 

1. X  là một tập con của không gian tựa 

chuẩn ( , . , )ZZ  trên trường  sao cho 

x X  thì x X   và ( , . , )YY   là một không 

gian tựa Banach trên trường , 0c   và 

0.p   

2. Tồn tại 0n   với ,nx X ,x X  

0n n  và ánh xạ :f X Y  thỏa mãn bất 

phương trình  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
p p

f x y f x y f x f y f y c x y        
  

với mọi , , , .  x y x y x y X  

Khi đó f  thỏa mãn phương trình 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        
với mọi , .x y X  

Chứng minh. Định nghĩa :h X   được xác 

định bởi ( ) :
p

h x c x  với , . c x X  

Với mọi , 0, n c  khi đó 

( ) inf{ : ( ) ( ), } | | .ps n t h nx th x x X n      

Tương tự, ta có ( ) .| | | |   p ps n n n  Suy ra 

lim ( ) lim ( ) lim | | 0.p

n n n
s n s n n

  
   

 
Do đó 

2(2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)) 1.Y s n s n s n s n       
 
Khi 

đó, tất cả các điều kiện trong Định lí 2.1         

là đúng. Do đó, f  thỏa mãn phương trình 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).f x y f x y f x f y f y        
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Hệ quả 3.2. Giả sử rằng 

1. X  là một tập con của không gian tựa 

chuẩn ( , . , )ZZ  trên trường  sao cho 

x X  thì x X   và ( , . , )YY   là một không 

gian tựa Banach trên trường , 0c   và 

,  p q  với 0p q  . 

2. Tồn tại 0n   với ,nx X ,x X  

0n n  và ánh xạ :f X Y  thỏa mãn bất 

phương trình  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
p p

f x y f x y f x f y f y c x y           

với mỗi , , , .  x y x y x y X  

Khi đó f  thỏa mãn phương trình  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        
với mỗi , .x y X  

Chứng minh. Định nghĩa ánh xạ 

, :u v X   với ( ) :
p

u x s x  và 

,( ) :
q

v x r x  trong đó ,, s r  ,sr c  

, , 0,  p q p q  với mọi .x X  

Theo định nghĩa 1 2( ), ( )s n s n  trong Định lí 2.2  

và 0,c  ta có 

1( ) inf{ : ( ) ( ), } .| |     ps n t u nx tu x x X n

Tương tự, ta có 

1( ) | | | |p ps n n n     

2( ) : inf{ : ( ) ( ), } | |qs n t v nx t vx x X n    

2 ( ) .| | | |   q qs n n n  

Với , ,p q  0, p q  do đó 0p   hoặc 

0.q  Khi đó 1lim ( ) 0
n

s n


  hoặc 2lim ( ) 0.



n

s n  

Với 0c   thì 0r   hoặc 0.s  Từ định nghĩa 

của 1s  và 2 ,s  ta có 1 2lim ( ) ( ) 0.


  
n

s n s n  

Suy ra  

12 12 12 12

2(2 ( 1) ( ) ( ) (2 1)) 1.Y s n s n s n s n       
 

Khi đó các điều kiện trong Định lí 2.2 là đúng. 

Do đó, f  thỏa mãn phương trình  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y f y        ./. 
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