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TÓM T�T: N�ng l�c nghiên c�u khoa h�c là m�t trong nh�ng n�ng l�c quan tr�ng c�n hình thành và 

phát tri�n cho SV nói chung và SV chuyên ngành toán nói riêng. D�y h�c các h�c ph�n nói chung và h�c 

ph�n Gi�i tích nói riêng góp ph�n quan tr�ng vào m�c tiêu phát tri�n n�ng l�c nghiên c�u khoa h�c cho 

ng��i h�c. Bài vi�t trình bày khái ni�m v� n�ng l�c nghiên c�u khoa h�c c�a SV Toán; nh�ng bi�u hi�n 

v� n�ng l�c và vi�c phát tri�n n�ng l�c này thông qua d�y h�c h�c ph�n Gi�i tích trong ch��ng trình �ào 

t�o ngành Toán � các tr��ng ��i h�c. Thông qua m�t s� ví d� c� th� � h�c ph�n b��c ��u mô t� quá trình 

gi�ng viên t� ch�c d�y h�c theo ��nh h��ng phát tri�n n�ng l�c nghiên c�u khoa h�c cho SV Toán, góp 

ph�n phát tri�n ph�m ch�t và n�ng l�c cho SV. 

T� khóa: Gi�i tích toán h�c, n�ng l�c nghiên c�u khoa h�c, sinh viên toán. 

TEACHING THE ANALYTICS TO THE ORIENTATION OF DEVELOPING THE 

SCIENTIFIC RESEARCH COMPETENCE FOR MATHS STUDENTS 

ABSTRACT: The scientific research competence is one of the important competences that needs to be 

formed and developed for the students in general and Maths students in particular. Teaching the modules 

in general and the analytics in particular (contributing) contributes significantly to the goal of developing 

the scientific research competence for the students. This paper presents the concepts of the scientific 

research competence of Maths students, the expressions of competences and the development of these 

competences through teaching the analytics in the Maths curriculum of the universities. (By) Through 

analysing some specific examples, this paper describes the teaching process to develop the scientific 

research competence of Maths students contributing to develop the qualifications and the competence for 

the students.  

Keywords: analytics; scientific research competence; Maths student. 

1. M� ��U 

Các tr��ng ��i h�c v�i ch�c n�ng là 

trung tâm nghiên c�u khoa h�c (NCKH), 

chuy�n giao công ngh�  không ch� ��n 

thu�n d�ng l�i � vi�c truy�n th� tri th�c 

khoa h�c c� b�n, khoa h�c chuyên ngành, 

rèn luy�n k� n�ng ngh� nghi�p cho SV, 

mà còn có nhi�m v� quan tr�ng là t� ch�c 

NCKH cho SV � nh�ng hình th�c và m�c 

�� phù h�p. Nh� v�y, trong quá trình h�c 

t�p c�a SV thì vi�c trang b� và hoàn thi�n 

n�ng l�c NCKH bên c�nh nh�ng n�ng l�c 

c� b�n khác là m�t yêu c�u r�t c�n thi�t. 

N�ng l�c NCKH có vai trò r�t quan tr�ng, 

giúp hình thành cho SV kh� n�ng t� h�c, 

t� nghiên c�u, rèn k� n�ng phát hi�n và 
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gi�i quy�t v�n �� trong cu�c s�ng, góp 

ph�n hình thành và b�i d��ng nh�ng 

ph�m ch�t c�n thi�t c�a ng��i lao ��ng 

m�i... N�ng l�c NCKH c�a SV không ch� 

���c hình thành thông qua các bài t�p 

l�n, ti�u lu�n, chuyên �� hay các �� tài 

khóa lu�n t�t nghi�p... mà còn có th� 

���c hình thành và phát tri�n thông qua 

quá trình d�y h�c m�i h�c ph�n trong quá 

trình �ào t�o. Gi�i tích là môn h�c c� s�, 

các ki�n th�c ���c hình thành là n�n t�ng 

c�a ngành �ào t�o toán h�c. Vì v�y, vi�c 

d�y h�c h�c ph�n Gi�i tích trong ch��ng 

trình �ào t�o góp ph�n quan tr�ng trong 

vi�c phát tri�n n�ng l�c NCKH cho SV 

chuyên ngành Toán. 

2. N�I DUNG 

2.1. Phát tri�n n�ng l�c nghiên c�u 

khoa h�c cho sinh viên toán 

2.1.1. N�ng l�c nghiên c�u khoa h�c 

 N�ng l�c th��ng ���c hi�u theo 

nhi�u ngh�a khác nhau, và m�i cách hi�u 

có nh�ng thu�t ng� t��ng �ng. N�ng l�c 

(Compentence) th��ng g�i là n�ng l�c 

hành ��ng, là kh� n�ng th�c hi�n hi�u 

qu� m�t nhi�m v� nào �ó, liên quan ��n 

m�t l�nh v�c nh�t ��nh d�a trên c� s� 

hi�u bi�t, k� n�ng, k� x�o và s� s�n sàng 

hành ��ng. T� �ó, có th� th�y n�ng l�c 

là “nh�ng kh� n�ng, k� x�o h�c ���c 

hay s�n có c�a cá nhân nh�m gi�i quy�t 

các tình hu�ng xác ��nh, c�ng nh� s� s�n 

sàng v� m�t ��ng c�, xã h�i... và kh� 

n�ng v�n d�ng các cách gi�i quy�t v�n �� 

m�t cách có trách nhi�m và hi�u qu� 

trong các tình hu�ng linh ho�t b�ng 

nh�ng ph��ng ti�n, bi�n pháp, cách th�c 

phù h�p” [3].  

Theo V� Cao �àm: “NCKH là m�t 

ho�t ��ng xã h�i h��ng vào vi�c khám 

phá nh�ng thu�c tính b�n ch�t c�a s� v�t 

hi�n t��ng trong th� gi�i khách quan 

nh�m phát tri�n nh�n  th�c khoa h�c v� 

th� gi�i; ho�c là sáng t�o ph��ng pháp 

m�i và ph��ng ti�n k� thu�t m�i �� c�i 

t�o th� gi�i” [1].  

Theo [3], chúng tôi ��ng tình và b� 

sung, �� xu�t thêm, n�ng l�c NCKH  là 

kh� n�ng tìm tòi, sáng t�o ra nh�ng tri 

th�c khoa h�c m�i; ho�c khám phá b�n 

ch�t và các quy lu�t v�n ��ng c�a t� 

nhiên, xã h�i và t� duy.  

C�u trúc c�a n�ng l�c NCKH c�a SV 

toán g�m 3 thành t� ch� y�u: 

- Ki�n th�c: Ki�n th�c khoa h�c 

chuyên ngành toán (KTKHCNT); Ki�n 

th�c ph��ng pháp NCKH v� toán (nghiên 

c�u c� b�n, nghiên c�u �ng d�ng,…). 

- K� n�ng: K� n�ng xây d�ng �� tài 

nghiên c�u; K� n�ng thi�t k� nghiên c�u; 

K� n�ng thu th�p, phân tích và s� d�ng 

d� li�u; K� n�ng l�p lu�n; K� n�ng phê 

phán; K� n�ng vi�t báo cáo và trình bày 

báo cáo khoa h�c chuyên ngành toán. 

- Thái ��: Nhi�t tình, say mê khoa 

h�c; Nh�y bén v�i s� ki�n x�y ra; Khách 

quan, trung th�c, nghiêm túc; Kiên trì, 

c�n th�n khi làm vi�c; Sáng t�o; Có tinh 

th�n h�p tác khoa h�c; Hoài nghi khoa 

h�c, d�ng c�m b�o v� chân lí khoa h�c. 
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2.1.1. Bi�u hi�n n�ng l�c nghiên c�u 

khoa h�c c�a sinh viên toán 

Theo V� Cao �àm [1] và Nguy�n 

Giác Trí [3], m�t SV có thành t� ki�n th�c 

khoa h�c chuyên ngành toán 

(KTKHCNT) trong n�ng l�c NCKH thì 

tr��c h�t SV �ó s�: 

1) Có ki�n th�c sâu, r�ng v� toán h�c; 

2) Có k� n�ng thu th�p, s�p x�p, l�a 

ch�n thông tin c�n thi�t v� toán h�c. 

3) Có k� n�ng l�p lu�n và bi�n ��i 

toán h�c; 

4) Bi�t tìm tòi, phát hi�n và gi�i 

quy�t các v�n �� toán h�c ��t ra và t� 

ch�c th�c hi�n; 

5)  Bi�t k�t n�i các ki�n th�c môn 

h�c v�i các ki�n th�c có liên quan c�a 

môn h�c khác; 

 6) Bi�t s� d�ng ngôn ng� toán h�c �� 

trình bày rõ ràng, ��y �� các k�t qu� 

nghiên c�u khoa h�c �ã ��t ���c. 

D�y h�c các h�c ph�n khác nhau � 

chuyên ngành toán ��u có th� phát tri�n 

���c n�ng l�c NCKH cho SV toán. ��c 

bi�t, h�c ph�n Gi�i tích v�i ��c �i�m tr�u 

t��ng cao �� và n�n t�ng c�a toán h�c cao 

c�p có vai trò r�t quan tr�ng trong quá 

trình phát tri�n n�ng l�c NCKH góp ph�n 

phát tri�n ph�m ch�t và n�ng l�c cho SV.  

Trong khuôn kh� bài báo, chúng tôi 

xin trình bày m�t s� ví d� khi d�y h�c h�c 

ph�n Gi�i tích b��c ��u mô t� quá trình 

gi�ng viên t� ch�c d�y h�c theo ��nh 

h��ng phát tri�n ki�n th�c khoa h�c 

chuyên ngành góp ph�n phát tri�n n�ng 

l�c NCKH cho SV. 

2.2. M�t s� ví d� trong d�y h�c h�c 

ph�n Gi�i tích nh�m phát tri�n ki�n 

th�c khoa h�c chuyên ngành góp ph�n 

phát tri�n n�ng l�c NCKH cho sinh 

viên Toán 

2.2.1. Phát tri�n lý thuy�t �ã h�c 

Ví d� 1.  V� phép c�ng h�u h�n, c�ng 

vô h�n 

� ch��ng trình toán h�c ph� thông �ã 

xét t�ng h�u h�n 
1

n

n i
i

S a
=

= �  

V�i ia  là c�p s� c�ng; v�i ia  là c�p s� 

nhân. Khi �ó chúng ta �ã thu ���c các k�t 

qu� b� ích. 

V�n �� ��t ra:  

- ��i v�i t�ng vô h�n thì sao? 

- Các ia  là các s� nào �ó; là các hàm 

nào �ó thì sao ? 

* V�i ia  là các s�, ta có chu�i s�: 

1
n

n

S a
�

=

= �  , t�t nhiên t�ng vô h�n S có 

quan h� v�i t�ng h�u h�n nS .  

N�u ta ��t n nr S S= -  thì rõ ràng  

0nr khi n� �� .  Hay nói khác �i, 

t�ng vô h�n “ch� h�n” t�ng h�u h�n m�t 

l��ng không �áng k�? 

V�n �� ��t ra: Tính ch�t c�a phép 

c�ng vô h�n; và các s� na  s� c�n nh�ng 

�i�u ki�n gì �� có ���c m�t t�ng vô h�n 

v.v.  

Ch��ng sau có Lý thuy�t v� chu�i s�. 
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* V�i ia  là các hàm s�, v�i t�ng vô 

h�n ta có chu�i hàm:  
1

( ) ( )n
n

S x a x
�

=

=�   

V�n �� ��t ra:  

+ Khi nào có t�ng? 

+ T�ng là m�t hàm th� nào? 

+ Có th� m� r�ng ���c n�a hay không?  

Ch��ng sau có Lý thuy�t v� chu�i 

hàm s�. 

* (M� r�ng) V�i ia  là các quá trình 

ng�u nhiên ta có chu�i:   
1

( ) ( )n
n

x x
�

=

=�  

Có nhi�u k�t qu� quan tr�ng trong chuyên 

ngành Lý thuy�t quá trình ng�u nhiên. 

�ây là s� phát tri�n logic v� lý thuy�t, 

m�t phát tri�n KTKHCNT cho SV. 

 2.2.2. Khai thác, phát tri�n các ��nh lý 

 2.2.2.1. Khai thác gi� thuy�t, k�t lu�n c�a 

��nh lý 

Có nh�ng ��nh lý có th� khai thác, m� 

r�ng giúp SV có thêm ki�n th�c môn h�c 

góp ph�n phát ti�n KTKHCNT 

Ví d� 2.  Trong bài “Hàm s� liên t�c” 

có ��nh lý sau: 

��nh lý 1: M�t hàm s� liên t�c trên 

[a,b] thì liên t�c ��u trên �o�n �ó. 

�ây là ��nh lý có c�u trúc ��n gi�n v�i 

gi� thi�t: Hàm s� liên t�c trên �o�n; k�t 

lu�n hàm s� liên t�c ��u trên �o�n �ó. 

V�n �� ��t ra: Gi� s� cho hàm f(x) liên 

t�c trên (a, b), li�u có k�t lu�n ���c hàm 

f(x) liên t�c ��u trên kho�ng �ó ���c hay 

không? Có c�n thêm �i�u ki�n gì n�a? 

V� lôgic ch�c ch�n là không liên t�c 

��u r�i. Vì n�u liên t�c ��u thì [2] �ã có 

ngay ��nh lý. 

Ch�ng h�n, ví d�: Hàm  
1

( )f x
x

=    

liên t�c trên (0,1) nh�ng không liên t�c ��u 

trên (0,1). 

Gi�ng viên có th� giúp SV b� sung, 

thay ��i gi� thi�t �� ���c k�t lu�n c�a 

��nh lý.  

��nh lý 2 : N�u hàm f(x) liên t�c trên 

(a,b) và t�n t�i  lim ( ) , lim ( )
x a o x b o

f x f x
� + � -

 

h�u h�n thì f(x) liên t�c ��u trên (a,b). 

 Ch�ng minh: (Ý chính).  T� gi� thi�t  

lim ( )
x a o

f x A
� +

= <+ �  ; 

lim ( )
x b o

f x B
� -

= <+ �  

��t  ( ) ( )

A khi x a

F x f x khi a x b

B khix b

=�
�

= < <�
� =�

  

Suy ra hàm F(x) liên t�c trên [a,b]. Theo 

��nh lý 1) hàm F(x) liên t�c ��u trên [a,b], 

do �ó hàm f(x) liên t�c ��u trên (a,b). 

 Vì hàm ��n �i�u và b� ch�n trên 

kho�ng s� có gi�i h�n ph�i và gi�i h�n 

trái, nên ta có: 

 ��nh lý 3: N�u hàm f(x) liên t�c, ��n 

�i�u và b� ch�n trên (a,b) thì liên t�c ��u 

trên kho�ng �ó.  

Ch�ng minh: (Ý chính) 

 Gi� s� hàm f(x) ��n �i�u t�ng, b� 

ch�n trên và b� ch�n d��i trên (a,b). T� 

gi� thi�t suy ra t�n t�i h�u h�n  
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lim ( ) , lim ( )
x a o x b o

f x f x
� + � -

. Theo ��nh lý 2) 

ta suy ra �i�u ph�i ch�ng minh. 

 2.2.2.2. H��ng d�n sinh viên ch�ng minh 

��nh lý b�ng nhi�u cách    

� [2], có m�t s� ��nh lý có th� có cách 

ch�ng minh khác. Trong quá trình d�y 

h�c, gi�ng viên có th� h��ng d�n cho SV 

tìm tòi, khám phá nh�ng khía c�nh khoa 

h�c c�a các ki�n th�c m�c dù �ã ���c 

trình bày trong giáo trình. 

Ví d� 3: 

��nh lý 4: N�u hàm f(x) liên t�c trên 

[a,b] thì nó ��t c�n trên và c�n d��i 

�úng. T�c là t�n t�i hai s�  1 2, [ , ]x x a b�  

sao cho:  

1 2
[ , ][ , ]

( ) max ( ) , ( ) min ( )
a ba b

f x f x f x f x= =

 Ch�ng minh:  

Cách 1: (Xem ch�ng minh [2. Tr. 57]) 

Cách 2: (D�a vào ��nh lý tr��c �ó) 

Hàm f(x) liên t�c trên [a,b] thì b� ch�n trên 

[a,b]. T� �ó suy ra f(x) có c�n trên �úng.   

G�i :    
[ , ]

sup ( )
a b

M f x=  

Nh� v�y ( ) [ , ]f x M x a b� " �  . Bây 

gi� ta gi� thi�t  ( ) [ , ]f x M x a b< " � . Vì 

gi� thi�t  ( ) [ , ]f x M x a b< " �  nên  

( ) 0 [ , ]M f x x a b- > " � . Do f(x) liên t�c 

trên [a,b] nên suy ra hàm 
1

( )M f x-
 c�ng 

liên t�c trên [a,b]. T� �ó suy ra hàm s� này 

c�ng b� ch�n, t�c là t�n t�i m�t s� C > 0  

sao cho   
1

[ , ]
( )

C x a b
M f x

� " �
-

 

hay    
1

( ) [ , ]f x M x a b
C

� - " � .  

�i�u này trái v�i ��nh ngh�a c�n trên �úng. 

V�y ph�i có ít nh�t m�t �i�m  1 [ , ]x a b�  sao 

cho 1
[ , ]

( ) max ( )
a b

f x M f x= = . 

T��ng t�, ta ch�ng minh ���c có ít 

nh�t m�t �i�m  2 [ , ]x a b�  sao cho: 

  2
[ , ]

( ) min ( )
a b

f x f x= . 

 2.2.3. H��ng d�n sinh viên xây d�ng và 

th�c hi�n các chuyên �� hay �� tài 

nghiên c�u khoa h�c  

T� các bài t�p hay lý thuy�t c�a m�t 

ch��ng hay nhi�u ch��ng có th� ��nh 

h��ng, g�i m� cho SV t�o d�ng “bài t�p 

l�n”, các chuyên �� hay �� tài nghiên c�u 

khoa h�c �� m� r�ng, �ào sâu và phát 

tri�n và c�ng c� ki�n th�c. 

Ch�ng h�n, Ch��ng II: Phép tính vi 

phân c�a hàm s� m�t bi�n [2, tr.83] có �� 

c�p ��n các �ng d�ng c�a ��o hàm: kh�o 

sát hàm s� (chi�u bi�n thiên, c�c tr�, ti�m 

c�n,...). D�a vào lý thuy�t và các bài t�p, 

gi�ng viên có th� giúp SV m� r�ng, phát 

tri�n thành các chuyên �� hay �� tài 

nghiên c�u khoa h�c v� m�t s� �ng d�ng 

c�a ��o hàm. 

Ví d� 4. H��ng d�n SV xây d�ng chuyên 

�� “M�t s� �ng d�ng c�a ��o hàm” 

N�i dung m�t chuyên �� th��ng có 2 

ph�n: ph�n tóm t�t lý thuy�t và ph�n khai 

thác lý thuy�t áp d�ng vào các bài toán c� 

th�. Gi�ng viên có th� h��ng d�n SV th�c 

hi�n t�ng b��c �� các em n�m ���c cách 

th�c th�c hi�n m�t chuyên �� nh� th� nào: 
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B��c 1: Gi�ng viên h��ng d�n v� b� 

c�c c�a chuyên ��, giúp các em tìm ki�m 

tài li�u, ��nh h��ng nghiên c�u; 

B��c 2: Có th� phân vi�c c� th� cho 

SV nh� yêu c�u các em v� tìm hi�u nh�ng 

�ng d�ng c�a ��o hàm, m�i �ng d�ng hãy 

l�y các ví d� minh h�a và h�n ngày n�p 

s�n ph�m; 

B��c 3: Xem s�n ph�m n�i dung các 

em làm ���c, n�u còn sai sót hay thi�u, 

ch�ng h�n các em còn ch�a khai thác h�t 

các �ng d�ng v� ��o hàm, gi�ng viên có 

th� ti�p t�c ��nh h��ng b� sung. 

B��c 4: Sau khi SV �ã thu th�p �� n�i 

dung c�n thi�t, gi�ng viên h��ng d�n các 

em ch�p n�i các s�n ph�m �ã tìm ki�m và 

khai thác ���c trình bày thành m�t 

chuyên ��. 

B��c 5: Gi�ng viên cùng SV rà soát l�i 

các sai sót �� ���c chuyên �� hoàn ch�nh. 

Có th� trình bày chuyên �� theo c�u 

trúc sau: 

A- Tóm t�t lý thuy�t v� ��o hàm 

B- M�t s� bài t�p �ng d�ng ��o hàm 

1. Tính giá tr� l�n nh�t và nh� nh�t 

c�a hàm s� 

 Trong [2] �ã có khái ni�m v� c�c tr� 

hàm s�, cách tìm c�c tr� c�a hàm s� trên 

m�t kho�ng. V�n �� ��t ra: Tìm giá tr� l�n 

(nh�) nh�t c�a hàm s� f(x) trên �o�n [a,b]. 

 Cách tìm:   

 - Tìm c�c tr� c�a hàm s� trên (a,b); 

 - Tính )(),( bfaf ; 

- So sánh )(),( bfaf  các giá tr� c�c tr� 

c�a )(xf trên (a,b) t� �ó suy ra giá tr� l�n 

nh�t, nh� nh�t c�a )(xf trên [a,b]. 

 Bài toán 1: Tìm giá tr� l�n nh�t, 

nh� nh�t c�a hàm s� 
3( ) 3 5f x x x= - +  trên [0,2]. 

H��ng d�n gi�i: f(x) liên t�c trên 

[0,2]. ' 2 2( ) 3x 3 3( 1)f x x= - = -  . 

 ' ( ) 0 1; 1f x x x= � = = - . 

1 (0;2)x = � . 

(0) 5; (1) 3; (2) 7f f f= = =  .  

v�y: 

[0;2] [0;2]
min ( ) (1) 3, max ( ) (2) 7
x x

f x f f x f
� �

= = = =

Bài toán 2: Tìm giá tr� l�n nh�t và 

nh� nh�t c�a hàm s�: 5 4y x= -  

trên �o�n  [-1,1].   

H��ng d�n gi�i:  TX�: 
5

4
x �  . 

Suy ra hàm s� xác ��nh [-1;1]x" �  .  

Hàm f(x) liên t�c trên �o�n [-1;1]. 

Ta có 

' 2
( ) 0 [ 1;1]

5 4
f x x

x

-
= < " � -

-
 .  

Do �ó      

[-1;1] [-1;1]
min ( ) (1) 1, max ( ) ( 1) 3

x x
f x f f x f

� �
= = = - =

2. Ch�ng minh ��ng th�c, b�t  ��ng th�c          

a) Hàm s� có ��o hàm b�ng 0 

GV g�i ý cho SV; Trong [2] �ã có:  

Hàm s� có ��o hàm d��ng thì ��n �i�u 

t�ng, có ��o hàm âm thì ��n �i�u gi�m. 

Nh� v�y hàm s� có ��o hàm b�ng 0 thì 

sao? Và rõ ràng: N�u m�t hàm s� không 

��i trong kho�ng (a, b) thì ��o hàm luôn 

tri�t tiêu trong kho�ng �ó. ��o l�i ta có 

��nh lí sau: 
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N�u hàm s� y=f(x) có ��o hàm trong 

kho�ng (a, b) và f'(x)=0,  v�i m�i  

( , )x a b" �   thì hàm s� y=f(x)  không ��i 

trong kho�ng (a,b). 

D�a vào ��nh lý ��n gi�n này, ta có 

th� áp d�ng �� ch�ng minh ��ng th�c. 

Bài  toán: Ch�ng minh  CxA =)(   

h�ng s� v�i  x D�   

Ph��ng pháp chung: Ta th�c hi�n theo 

các b��c sau: 

B��c 1 : Tính )(' xA , r�i kh�ng ��nh 

0)(' =xA , v�i  x D� . 

B��c 2 : Ch�n  0 0( )x D A x C� � =   

Bài toán 3: Ch�ng minh r�ng v�i m�i 

x ta ��u có: 
2 2

2

cos ( ) sin ( )

2cos( )sin( )sin( )

cos ( )

x a x b

x a x b a b

a b

- + - -

- - -

= -

 

H��ng d�n gi�i:  

Xét hàm s�: 

 
2 2y cos ( ) sin ( )

2cos( )sin( )sin( )

x a x b

x a x b a b

= - + - -

- - -
 .   

Ta có: 
' 2sin( )cos( ) 2sin( ) cos( )

2sin( ) sin( ).sin( ) cos( ).cos( )

sin 2( ) sin 2( ) 2sin( ). (2 )

2cos(2 ).sin( ) 2sin( ).cos(2 ) 0.

y x a x a x b x b

a b x a x b x a x b

x a x b a b có x a b

x a b a b a b x a b

= - - - + - -

+ - - - - - -

= - - + - - - - -

= - - - - - - - =

V�y hàm s� không ��i. Ngoài ra ta còn 

có 2( ) cos ( )y y b a b= = - .  

V�y  2cos ( )y a b= -  

Chú ý: Ta có th� phát bi�u bài toán 

trên d��i d�ng: "Ch�ng minh r�ng: 

     
2 2A cos ( ) sin ( )

2cos( ) sin( ) sin( )

x a x b

x a x b a b

= - + - -

- - -
  

��c l�p v�i x ". 

b) S� d�ng tính ��n �i�u c�a hàm s� 

GV g�i ý cho SV có th� s� d�ng tính 

��n �i�u c�a hàm s� �� ch�ng minh b�t 

��ng th�c. 

D�ng 1) Trong m�t s� bài toán, ta s� 

d�ng ��o hàm �� xét tính ��n �i�u c�a 

hàm s� ta có:  

   -  )(xf ��ng bi�n trên [a,b]  

thì )()( afxf > v�i m�i ax > . 

   -  )(xf ngh�ch bi�n trên [a,b]  

thì )()( bfxf <  v�i m�i bx < . 

Bài toán 4:   

Ch�ng minh r�ng v�i m�i x > 0 ta có: 

3

sin
6

x
x x x- < < . 

H��ng d�n gi�i:  

Ch�ng minh: sin 0x x x< " > .  

��t  ( ) sinf x x x= -  v�i  [0; )x� +�  . 

' ( ) 1 cos x 0 0f x x= - > " > .  

Hàm s� ��ng bi�n v�i [0; )x� +� . 

 Suy ra  f(x) > f(0)  v�i x >0.  

Hay sin 0x x x< " >    

Ch�ng minh  
3

sin 0
6

x
x x x- < " >  

làm t��ng t� v�i ��o hàm b�c 2. 

 

Bài toán 5:  Ch�ng minh r�ng v�i m�i 

x thu�c �o�n [0,1] ta luôn có: 
2

1 1
2

x x
x e x-- � � - +   

D�ng 2)  �� ch�ng minh b�t ��ng 

th�c f(x)>g(x) ta th�c hi�n  nh� sau: 



22     T�P CHÍ KHOA H�C, S� 47, tháng 7 n�m 2021 

+ Xét hàm s� )()()( xgxfxh -= . 

+ Tìm mi�n xác ��nh c�a )(xh . 

+ Tính ��o hàm c�p m�t, gi�i ph��ng 

trình 0)(' =xh .Tìm nghi�m. 

+ L�p b�ng bi�n thiên. T� b�ng bi�n 

thiên suy ra b�t ��ng th�c c�n ch�ng minh.  

Các tr��ng h�p:   

+ Ch�ng minh Axf �)( (ngh�a là 

ch�ng minh Axf �)(min ), � �ây A là 

h�ng s�. 

+ Ch�ng minh Axf �)( (ngh�a là 

ch�ng minh Axf �)(max ), � �ây A là 

h�ng s�. 

+ N�u ph��ng trình 0)(' =xh  không 

gi�i ���c thì ta tính ��o hàm c�p hai, c�p 

ba ��n khi nào xét d�u ���c thì ta d�ng. 

Bài toán 6:  Ch�ng minh b�t ��ng th�c: 

2 1
arctan ln(1 ) ln 2 [ ,1]

4 2
x x x- � + - " �   

H��ng d�n gi�i: 

B�t ��ng th�c c�n ch�ng minh t��ng 

���ng v�i: 

2 1
arctan ln(1 ) ln 2 [ ,1]

4 2
x x x- + � - " �  

Xét hàm s�: 

2 1
f(x) arctan ln(1 ) [ ,1]

2
x x x= - + " �  

Ta có:   

 
2 2 2

1 2 1 2
'( )

1 1 1

x x
f x

x x x

-
= - =

+ + +
  

' 1
( ) 0

2
f x x= � =   

L�p b�ng bi�n thiên và t� �ó suy ra: 

1
( ) ln 2 [ ,1]

4 2
f x x� - " �  . Hay 

   

2arctan ln(1 ) ln 2
4

1
[ ,1]

2

x x

x

- + � -

" �

   

�ó là �i�u ph�i ch�ng minh.  

c) S� d�ng ��nh lý Rolle, ��nh lý 

Lagrange 

��nh lý Rolle và ��nh lý Lagrange là 

hai ��nh lý c� b�n c�a ��o hàm và có 

nhi�u �ng d�ng thi�t th�c. Khi d�y, GV 

có th� giúp SV s� d�ng ��nh lý Rolle, 

��nh lý Lagrange �� ch�ng minh ��ng 

th�c, b�t ��ng th�c. 

 ��nh lý Rolle: Gi� s� hàm f(x) liên t�c 
trên [a,b], kh� vi trong (a,b), f(a) = f(b). 
Khi �ó t�n t�i ít nh�t 1 �i�m ( , )c a b�   

sao cho ' ( ) 0f c = . 

 ��nh lý Lagrange: Gi� s� hàm f(x) 

liên t�c trên [a,b], kh� vi trong (a,b). Khi 

�ó t�n t�i ít nh�t 1 �i�m ( , )c a b�  sao cho 

'( ) ( ) ( ) (b )f b f a f c a- = - . 

Nh�n xét: ��nh lý Rolle ch� là tr��ng 

h�p riêng c�a ��nh lý Lagrange trong 

tr��ng h�p f(a) = f(b). 

Bài toán 7:  Ch�ng minh r�ng v�i 2 s� 

th�c a, b b�t k� ta luôn có: 

arctan arctanb a b a- � -   

H��ng d�n gi�i:  

- N�u  a b=  thì ��ng th�c x�y ra. 

- N�u  a b�  , do vai trò c�a a và b nh� 

nhau, nên ta gi� s� a b<  . 

- Xét hàm ( ) arctanf x x= , rõ ràng f(x) 

liên t�c trên [a,b], và ta có:   

'

2

1
( ) , a,b

1
f x x

x
= " �

+
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Theo ��nh lý Lagrange, t�n t�i 

 ( , )c a b� sao cho 

 '( ) ( ) ( ) ( )f b f a f c b a- = -   

Suy ra 

2

1
arctan arctan

1
b a b a b a

c
- = - � -

+
 .  

�ó là �i�u ph�i ch�ng minh. 

Bài toán 8: [2, tr.139]. Gi� s� hàm f(x) 

kh� vi trên [0,1], 
' '(0) 1 , (1) 0f f= = .  

Ch�ng minh r�ng có (0,1)c�   

�� ' (c) .f c=  H��ng d�n gi�i: 

Xét hàm   
2

( ) ( )
2

x
g x f x= -  .  

Khi �ó  ' '( ) ( )g x f x x= -  .  

��c bi�t   ' '(0) 1 , (1) 1g g= =- . 

V�y hàm g(x) không ��t c�c ��i trên 

[0,1] t�i các �i�m ��u mút c�a [0,1]. Do 

�ó  nó ��t c�c ��i t�i  (0,1)c�  .  

V�y   ' (c) 0g = , suy ra  ' (c)f c= . 

3) Gi�i ph��ng trình, b�t ph��ng trình     

 Có nhi�u ph��ng pháp gi�i ph��ng 

trình, b�t ph��ng trình. Khi h�c v� ��o 

hàm, GV có th� giúp SV s� d�ng ��o hàm 

�� gi�i ph��ng trình, b�t ph��ng trình. 

 a) S� d�ng tính ��n �i�u c�a hàm s� 

 ��nh lý: N�u y = f(x) là m�t hàm liên t�c 

và ��ng bi�n, g(x) liên t�c ngh�ch bi�n trên 

(� ,� ). Khi �ó ba ph��ng trình f(x)=a ho�c 

g(x)=b ho�c f(x)=g(x) có nhi�u nh�t là m�t 

nghi�m. 

Ch�ng minh: Ta ch�ng minh cho 

ph��ng trình  ( ) .f x a=   

Gi� s� có   0 ( , )x �   th�a mãn: 

( )f x a= . 

 - N�u 0xx >  thì )()( 0xfxf > f(x) 

> f(x0) hay axf >)(  ph��ng trình không 

có nghi�m khi 0xx > . 

- N�u 0xx <  thì )()( 0xfxf <  hay 

axf <)(  ph��ng trình không có nghi�m 

khi 0.x x<   

V�y ph��ng trình ( )f x a= có nhi�u 

nh�t là m�t nghi�m 0xx = .  

Vi�c ch�ng minh cho hai ph��ng trình 

còn l�i là t��ng t�. 

Bài toán 9: Gi�i ph��ng trình: 

5 7 16 14x x x x+ - + + + + =  

H��ng d�n gi�i: T�p xác ��nh: 5x �  .   

��t      

( ) 5 7 16f x x x x x= + - + + + +

' 1 1 1 1
( ) 0

2 2 5 2 7 2 16
f x

x x x x
= + + + >

- + +

, v�i m�i  5x >  . 

 Hàm f(x)  ��ng bi�n v�i  [5. )x� +� . 

M�t khác ta th�y  (9) 14f =  . V�y ph��ng 

trình �ã cho có m�t nghi�m  9x=  . 

Bài toán 10:  Gi�i b�t ph��ng trình: 

6 2 4 3x x x+ + - - - >   

H��ng d�n gi�i: 

TX�:  D = [2,4].    

Xét hàm s�: 

   ( ) 6 2 4f x x x x= + + - - -  

v�i  x�D. 
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x x0 

)(' xf      +    0       - 

)(xf   

x x0 

)(' xf  - 0 + 

)(xf   

x x0 

)(' xf       -      0       - 

)(xf   

x x0 

)(' xf + 0 + 

)(xf   

' 1 1 1
( ) 0

2 6 2 2 2 4

(2;4).

f x
x x x

x

= + + >
+ - -

" �

  

Suy ra hàm s� ��ng bi�n trên D. L�i có  

f(3) = 3, do �ó b�t ph��ng trình có 

nghi�m x thì (3, )x� +�  . V�y t�p nghi�m 

là:   [2;4] (3, ) (3;4]T = � +� = . 

 b) S� d�ng ��nh lý Rolle, ��nh lý 

Lagrange 

T� ��nh lý Rolleta có: 

 N�u hàm f(x) có 0)(' =xf có nghi�m 

duy nh�t thì ph��ng trình  0)( =xf có 

nhi�u nh�t hai nghi�m. 

Th�t v�y, 0)(' 0 =xf  có nghi�m là x0 thì 

có hai kh� n�ng )(' 0xf  ��i d�u khi qua x0 

ho�c )(' 0xf không ��i d�u khi qua x0. 

 Kh� n�ng 1: 

Kh� n�ng 2: 

 

V�i kh� n�ng 1 x�y ra thì ph��ng trình 

0)( =xf  có t�i �a hai nghi�m. V�i kh� 

n�ng 2 x�y ra thì ph��ng trình 0)( =xf  

luôn có m�t nghi�m. 

K�t lu�n chung: 0)(' 0 =xf  có nghi�m 

duy nh�t thì 0)( =xf  có nhi�u nh�t là hai 

nghi�m. 

Bài toán 11:  Gi�i ph��ng trình:  

 

2x + 3x = 3x + 2.     (*) 

H��ng d�n gi�i: 

Ph��ng trình  

(*) 2 3 3 2x x x� + - - , Ta có: 

' ( ) 2 ln 2 3 ln 3 3x xf x = + - , 

' 'lim ( ) 3 , lim ( )
x x

f x f x
�-� �+�

= - = + � , 

'' 2 2( ) 2 (ln 2) 3 (ln 3) 0,x xf x x= + > "   

Nên ph��ng trình  ' ( ) 0f x =  có �úng 

m�t nghi�m. Suy ra ph��ng trình f(x) = 0 

có nhi�u nh�t 2 nghi�m,  

mà (0) (1) 0f f= = , nên  0 ; 1x x= =  là 

hai nghi�m c�a ph��ng trình. V�y ph��ng 

trình (*) có hai nghi�m  0 ; 1x x= = . 
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* Có th� còn ti�p t�c các �ng d�ng 

khác c�a ��o hàm... 

3. K�T LU�N 

Trong qua trình d�y h�c, b�ng vi�c 

khai thác, phát tri�n lý thuy�t c�ng nh� 

các bài t�p ngay trong m�t h�c ph�n hay 

các h�c ph�n v�i nhau; gi�ng viên có th� 

giúp SV c�ng c�, b� sung, m� r�ng ki�n 

th�c khoa h�c chuyên ngành, rèn luy�n k� 

n�ng phát hi�n và  th�c hi�n  �� tài góp 

ph�n phát tri�n n�ng l�c NCKH; �áp �ng 

yêu c�u ��i m�i toàn di�n giáo d�c ��i 

h�c hi�n nay. 
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