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Tém tat: Trong bai bao nay, ching t6i tong quan mot sb6 két qua vé céc
modun bat bién ding ciu, dong thoi néu mot sb6 két qua lien quan dén
16p cac modun nay. Ngoai ra, chiing toi ciing dua mot s6 két qua lien
quan dén 16p vanh tya Frobenius va chung toi chitng minh duge mot
vanh R 1a vanh tia Frobenius néu va chi néu R 13 vanh béat bién dang
cau phai, ef-md rong phai va thoéa diéu kien ACC trén cac linh hoéa ti
phai.

To khéa: Modun noi xa, modun gid noi xa, modun bat bién dang cau

1 GIOI THIEU VA MOT SO KHAI NIEM

Trong bai bao nay, vanh R da cho luon duge gid thiét 1a vanh két hop c¢6 don vi v moi
R-mb6dun dugce xét 1a moédun unita. Trong muc nay, chung t6i gidi thieu nhing khai niém
cd ban duge st dung trong bai bdo. V6i vanh R da cho, ta viét Mg (tuong tng, rRM) dé
chi M 1a mot R-modun phai (t.u, trai). Trong mot ngit canh cu thé ciia bai béo, khi khong
s¢ nham 1&n vé phia ctia modun, dé don gian ta viét modun M thay vi Mp. Ching ta
diing cac ky hieu A < M dé chi A 1a médun con ctia M. Ddng cau tit M dén N; ky hieu
M — N duge hiéu 13 R-dong cau tit M dén N. Ky hiéu End(M) la tap tat ca cac dong
cau tut M dén M (hay con duge goi la tap tat cd cac dong cau cia M). Cho M 1a mot
R-mddun phai va X 1a tap khéc rong ctia M. Linh héa tit phai cia X trong R ky hiéu la
rr(X) va duge xac dinh nhu sau:

rr(X)={reR: Xr=0}

Khi khong s¢ nham 1an ta c6 thé viét gon 1a r(X) thay vi rr(X). Khi X = {z1,29,...,2,}
thi ta viét r(xy1, z2, ..., T,) thay vi r({z1, 22, ..., 2n}). Ta c¢6 rr(X) la mot idean phéi cla
vanh R.

Tap chi Khoa hoc, Trusng Dai hoc Su pham Hué, Dai hoc Hué
ISSN 1859-1612, S6 03(51)/2019: tr. 40-49

Ngay nhan bai: 26/02/2019; Hoan thanh phan bién: 03/4/2019; Ngay nhan dang: 11/3/2019



MOT VAI KET QUA VE MODUN BAT BIEN DANG CAU 41

Phan tiép theo clia muc nay, chiing t6i sé trinh bay mot s6 khai niém lién quan. Modun
con K ciia R—modun M dugc goi 1a modun con cot yéu trong M, ki hieu K <¢ M, néu
v6i moi modun con L cia M ma K N L =0 thi L = 0. Lic nay, ta cing n6i M 14 md rong
c6t yéu ctia K. Néu moi modun con ciia M 14 c6t yéu thi M duge goi 1a modun déu. Doi
ngau, ching ta c6 khai niem modun con dbi cot yéu. Mot modun con K ciia R—modun M
duge goi 1a modun con doéi ¢t yéu trong M, ki hieu K < M, néu v6i moi mdédun con L
cia M ma K+ L=MthiL=M.

Lién quan dén tinh cot yéu va doi cot yéu clia cac modun con, chiing ta c6 khai niem don
cau cbt yéu va toan cau doi cot yéu. Mot don cau f : K — M dudc goi 1a c¢dt yéu néu
Im(f) <¢ M. Toan cau g : M — N dugc goi 1a doi cot yéu néu Ker(g) < M.

Cac modun con phan bt va phan phu déng vai trd quan trong trong viéc nghién citu cau
tric ctia mot sd 16p vanh. Cho N 14 modun con ctia M, néu N’ < M 1a cuyc dai vé6i tinh
chat NN N’ =0 thi ta n6i N’ 1a phan bt cia N trong M. Cho A va A’ 1a cac modun con
ctia Mg, khi d6 A’ duge goi 1a phan phu cia A trong M néu A’ 1a moédun con cyc tiéu
v6i tinh chat A + A’ = M, diéu nay tuong duong M = A+ A’ vi AN A’ < A’. Theo dinh
nghia, thi moi modun luoén c6 phan bi. Tuy nhién, khong phai modun nao ciing c6 phan
phu. Tiép theo chiing t6i néu mot s6 khai niém lien quan dén tinh noi xa vd xa anh clia
cac modun. Mot modun U dudge goi 1a M-ndi xa néu véi mdi moédun con K ctia M thi moi
dong cau v : K — U déu md rong duge dén dong cau v : M — U. Nghia 1a so do sau giao
hoan (vf = v).

Néu modun M 1a M-ndi xa thi M duge goi 1a tya noi xa ([10]). Cac tac gid Johnson va
Wong da chitng minh rang M 1a tya noi xa néu va chi néu M bat bién qua tat ca cac tu
dong cau ctia bao noi xa clia no.

Modun U duge goi 1a M-gid noi xa néu véi mdi modun con K ctia M thi moi don cau
v: K — U déu mé rong dude dén dong cau v : M — U. Modun M dudgce goi 1a gid noi xa
néu M 1a M-gia noi xa ([9]).

KM
M

RO rang moi modun tya noi xa 1a gid nodi xa. Tuy nhién chiéu nguge khong ding trong

truong hop tdng quat.
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Modun U dude goi 1a M-xa dnh néu véi moi toan ciu g : M — N va mdi dong cau

v:U — N déu ton tai mot dong cau v : U — M sao cho v = g0.

Néu modun U 1a U- xa anh thi U duge goi la tuya xa anh. Néu U 1a M-xa anh v6i moi
modun M thi U duge goi la xa anh.

Modun U dude goi 1a M-gid xa anh néu moi toan cau ¢ : M — N v moi toan cau
v:U — N c6 thé nang lén dén mot dong cau v : U — M. Modun M duge goi la gid xa

anh néu M 1a M-gia xa anh

Tit dinh nghia chiing ta thiy moi modun tira xa anh 13 gid xa anh.
Tiép theo, chiing ta xét cac trudong hgp téng quét clia modun tia noi xa.

e Mot modun M duge goi 1a C1 (hodc mdodun CS hodc modun md rong) néu véi moi
modun con A ctia M, ton tai mot hang tit tryc tiép B clia M théa man A <¢ B.

e Mot modun M duge goi 1a C2 néu moédun con A ctia M déng cau v6i mot hang ti truc

tiép clia M thi A ciing 14 mot hang ti tryc tiép ctia M.

e Mot modun M dude goi 1a €3 néu A va B 1a hai hang tit tryc tiép ctia M thdéa méan
AN B =0 thi A® B ciing 1a mot hang t1t tryc tiép ctia M.

Trong bai bao nay, trudc hét ching toi tong quan lai mot s6 két qua quan trong lién quan
dén 16p cac modun bat bién déng cau. Cac két qua nay thyc su 1a mot mé rong dep ciia
16p céac modun tua ndi xa. St dung cac két qua da tong quan, ching toi chiing minh dugc
cac két qua sau:

(1) Néu R 1a vanh bat bién dang cau phai va R/Soc(Rpg) théa diéu kien ACC trén cic linh
hoa ti phai, thi J(R) la lay linh.

(2) Mot vanh R 1a vanh tua Frobenius néu va chi néu R 1a vanh bat bién dang cau phai,

ef-md rong phai va thoéa diéu kien ACC trén cac linh hoéa tit phai.
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9 LOP MODUN BAT BIEN DANG CAU

Tt két qua M 13 tya noi xa néu va chi néu M bat bién qua tat ca cic ty dong cau clia bao
noi xa ctia n6. Nam 2013, cac tac gid Zhou va Lee di dua ra khai niéem modun bat bién

dang cau:

Dinh nghia 2.1 ([11]). Mot médun M duge goi 1a bat bién ddng cau néu M bat bién

qua tat ci cac tu dang cau ciia bao noi xa clia né

Sau day, chiing t6i s& néu mot sé tinh chat co ban vé modun bat bién ding ciu:
Khi xét déing cau gitta hai modun con c6t yéu clia mot modun bat bién déng cau, ching

ta c6 két qua sau:
Dinh ly 2.2 ([11, Theorem 2]). Cédc diéu kién sau la tuong duong véi mot modun M :
1. M la modun bat bién dang cdu.

2. Vi mot dcfng cau gitta hai modun con cot yéu cia M cé thé md rong thanh mot tu

ddng cdu cia M.
Dinh ly 2.3 ([11]). Cho mot modun M. Khi dé, cic diéu kién sau la ding:
1. Méi hang ti truc tiép cia mot modun bat bién ding cau la bat bién dang cau.
2. Néu t5ng truc tiép My @ My la bat bién d(fng cau thy My va Mo la noi za tuong ho.
3. Mot modun M la tua noi xa néu va chi néu M & M la bat bién ding céu.
Nam 2013, cac tac gid Lee va Zhou da dua ra céc cau hdi: Lieu cdc médun bat bién ding

cau c6 phai 1a gid noi xa hay khong; cac modun bat bién dang cau c6 théa man dieu kien

C2 hay khong. Trong nghién citu ctia nhém téac gié [4], ho da tra 16i cac cau héi trén:
Dinh ly 2.4 ([4, Theorem 16]). Cho mot maodun M. Khi dé

1. Mot modun la gid noi za néu va chi néu né la modun bat bién ding cau

2. Moi modun bat bién dang ciu thod man (C2)
R6 rang moi modun tua noi xa la bat bién déng cAu. Tuy nhién, chiéu ngugc lai khong
ding, ching ta c6 thé xem vi du sau:

Fy, Fo TFo
Vidul (1) GoiR=| 0 Fy 0 | v6iFyla truong c6 hai phan ti .
0 0 [y
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F, Fy Ty
Dit M = | 0 0 0 |.ViM = e R, v6i e;; 1a phan tit luy ding nguyen thuy,
0 0 0

nén M la moédun khong phan tich duge. Chtt y M ¢6 hai médun con don S; = epR =
0 Fy 0O 0 0 I
0 0 0| vaSy=e3R=|0 0 0 |.Dédangkiém tra dugc chi c6 duy nhat mot
0 0 O 0 0 O

tu dang cdu dong nhat clia bao noi xa ctia M. Tit day, suy ra M 1a modun bat bién dang

cau. Tuy nhién, M khong 1a tya noi xa vi n6é khong phai 13 modun deéu.

(2) Goi A =TFax] va

R=
Af(z) A/(?)

A/(z) 0 ]

0 0
Af(z) A/(=?)

nén M khong phan tich dugc nhu R— modun phéi. Chda § M c¢6 hai médun con don

bat M = . Vi M = exR, véi ey 1a phan tit luj ding nguyeén thuy,

S1 =

0 0 0 0 L 2
va Sy = sao cho S1 @ Sy 1a cot yeu trong M.
Af(z) O ] [ 0 (z)/(=?) ]

R6 rang R 1a Fo-dai s6 hitu han chiéu. Khi d6, M 14 modun bat bién déng cau. Tuy nhién

M khong tya noi xa vi né khong phai 1a modun déu.
Mot s diéu kien dé modun bat bién dang cau la tua noi xa.
Ménh dé 2.5 ([11]). Cho mot vanh R. Khi doé:

1. Néu 2 la phan ti& khd nghich cia vanh R, thi méi R— modun bat bién ding cdu la

tua not xa.
2. Néu M la modun C'S va bat bién ding cdu thi M 1o tua noi za.
Dinh 1y 2.6 ([7]). Cdc khding dinh sau day la ding:

1. Néu M la mot modun phdi R sao cho End(M) khong cé danh dong ciu ding cau vdi
truong Fo thi M la tua noi xa néu va chi néu M la bat bién ddang cdu.

2. Néu A la mot dai s6 trén truong F nhiéu hon hai phan ti thi moei A—modun phdi M

la bat bién ding cdu néu va chi néu M la tua noi za.
Dinh nghia 2.7 ([8]). Cho M la mot R-modun phai:

1. Modun M dugc goi l1a c6 tinh chéat gidn u6c néu M @ A ~ M @ B thi A ~ B. Modun
M dudce goi 1a ¢6 tinh chat gian wdc trong néu M = A1 @ By ~ Ay ® By v6i A1 ~ Ay
thi By ~ Bs.
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2. Modun A dugc goi la c6 tinh chét thay thé néu véi moi modun M = A1 H = Ay K
v6i A1 ~ A ~ A, thi ton tai mot modun con C cia M saocho M = CoH =COK.

3. Modun M dudc goi la truc tiép hitu han néu M khong dang cau v6i mot hang ti
thuc sy ctia chinh n6. Mot vanh R dudc goi 1a tryc tiép hitu han néu zy = 1 suy ra
yr =1 v6i moi z,y € R.

T dinh nghia ching ta c6 cac nhan xét sau:

Nhan xét 2.8. 1. Mot mddun M 14 trige tiép hitu han néu va chi néu vanh ty dong
cau End(M) 1a tryc tiép hitu han.

2. Modun c6 tinh chat thay thé = c6 tinh gidn wdc = c6 tinh gidn wdc trong = tryc
tiép hitu han.

Truong hgp M 13 modun bat bién dang cau thi ta co:

Dinh ly 2.9 ([8]). Cdc dieu kién sau la twong duong vdi mot maodun bat bién ding ciu
M:

1. M c6 tinh chat thay thé.
2. M co tinh gidn udc.

3. M co tinh gidn wdc trong.
4. M la truc tiép hitu han.

Dinh 1y 2.10 ([8]). Cho M la modun bat bién dang cau. Khi dé, néu M la trvc tiép hiu
han thi E(M) ciing tryc tiép hiu han.

Tiép theo ching ta sé xét cau tric ctia modun bat bién ding cau. Trudc hét nhu ching
ta duge biét néu M 1a modun tya noi xa, khi d6 J(End(M)) gom tat ca cac tu dong
cau ctia M c¢6 nhan c6t yéu va End(M)/J(End(M)) 1a vanh chinh quy von Neumann. Va
End(M)/J(End(M)) con la modun phéi twa noi xa ([5], [12]).

Mé rong két qua trén véi modun bat bién ding cau

Dinh 1y 2.11 ([8]). Cho M la médun bat bién dang ciu. Khi dé, J(End(M)) gom tat
cd cac ty dong cau cia M cé nhan cot yéu. End(M)/J(End(M)) la vanh chinh quy von
Neumann va cdc lug ding nang modulo J(End(M)).

( Cha y 1a: End(M)/J(End(M)) khong nhat thiét 14 modun phai tya noi xa nhu véi truong
hop M 1la modun tya noi xa)
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Dinh nghia 2.12 ([4]). Modun M dugc goi la khong chinh phuong néu M khong ¢6 mo
dun con N # 0 déng cdu véi X @ X v6i X 1la modun nao dé.

Dinh ly 2.13 ([4]). Cho M la modun bat bién ding cau. Khi d6, M cé su phan tich
M = A® B, trong dé A la modun tua noi xa va B la modun khong chinh phuonyg.

Dinh nghia 2.14 ([6]). Mot R—mddun phai M dugc goi 14 thod méan tinh chit chuyén néu
v6i moi R—modun phai A va bat ki hai sy phan tich tong tryc tiép A = M'®N = Picr Ai
v6i M’ ~ M, ton tai cac modun con B; clia A; sao cho A = M' & (P,¢; Bi).

Néu |I| < oo thi M dugc goi la thod tinh chat chuyén hitu han. Mot vanh R duge goi thoa
man tinh chat chuyén néu modun Ry (hay pR) thoa tinh chat chuyén.

Trong [6], tac gid da chiing minh duge moi modun tira ndi xa thod man tinh chat chuyén.
Md rong két qué nay, cac tac gid trong [8] da chi két qua trén van con ding cho modun

bat bién dang cau.

Dinh 1y 2.15 ([8]). Mdi modun bat bién ding cau thod man tinh chat chuyén.

Dinh nghia 2.16 ([8]). Vanh R dugc goi la vanh clean néu méi phan tit @ € R c¢6 thé
biéu dién a@ = e + u v6i e 1a mot luy ding trong R va u 1a phan ti kha nghich trong R.

Modun M dugc goi 1a modun clean néu vanh End(M) 1a vanh clean.

Dinh 1y 2.17 ([8]). Moi modun bat bién ding cau la clean.

Trong muc nay ctia bai béo, ching t6i dua ra mot sb6 két qua khac vé vanh bat bién déng
cau. Mot vanh R dudc goi 1a bat bién déng cAu phai néu Rp la mot modun bat bién déng

£

cau.

Ménh dé 2.18. Néu R la vanh bat bién dang ciu phdi va R/Soc(RRg) théa diéu kien ACC
trén cac linh héa ti phai, thi J(R) la lay linh.

Chiing minh. Gia st R/Soc(Rp) thoa diéu kien ACC trén cac linh hoa tit phai. Dat S =
Soc(RR) va ky hieu R = R/S va a = a + S v6i moi a € R. Cho mdi ay, ag, ... trong J(R),
vi

rp(@1) < rp(aga) <---
nén theo gia thiét ton tai mot sé nguyén duong m sao cho rg(am, . . . a2a1) = rz(Gmik - - - G2a1)
chomdi k = 0,1,2, .... Bay gio cho médi s6 nguyén duong n, vi a,41ay...a1 € J(R) < Z(RR),

r(an+1an...a1) 1a cot yéu trong Rg. Vi vay S < r(api1ap...a1). Ching ta sé chi ra ring

TR(ELn...dgél) < r(an+1an...a1)/S < Té(dn_:,_l...dgél).
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That vay, gid st b+ S € rg(ap...a2a1). Khi dé ching ta c¢6 ap...a;b € S. Nhung vi S <
7(an+1), nén ching ta cé apiian...a1b = 0. Vay b € r(apyiay...a1) va vi vay b+ S €
7(ap41an...a1)/S. Bao ham thic r(apt1an...a1)/S < rg(@n41...G2a1) 1a rd rang. Diéu nay
suy ra

r(amt10m...a1)/S = r(ams2am+1..-a1)/S
béi vi 75 (am...G2a1) = 75(Gm42...G2a1). Khi d6

r(am+10m-..a1) = r(Qm420m41am...a1),

va Vi vay (am+1@m...a1) RN r(ami2) = 0. Mat khac, r(am2) 12 idéan phai cbt yéu clia R,
VA VI VAY Apmt10m...a1 = 0. Vivay J(R) la T-lay linh phai va idéan (J(R)+.5)/S ctia vanh
R = R/S 1a T-lity linh phai. Theo [2, Proposition 29.1], (J(R) + S)/S 1a lity linh, va khi
dé ton tai mot s6 nguyen duong t sao cho J(R)! < S. Suy ra J(R)*! < SJ. Vay J(R) la
Ity linh. 0

Mot vanh R dugc goi 1a ef-md rong phai néu mdi idean phai déng clia R ma chita mot
idean phai hitu han sinh c6t yéu 1a mot hang ti tric tiép. R6 rang ching ta thiy, néu R
13 ef-md rong phai thi méi idéan phai hitu han sinh ctia R 13 c¢6t yéu trong mot hang ti
trie tiép ctia Rr. Nhu ching ta duge biét, mot vanh 1a tia Frobenius néu va chi néu né
14 tu noi xa phai vd théa man diéu kien ACC trén cac linh héa ti phai. T day, ching ta
c6 mot diic trung ctia vanh tua Frobenius thong qua vanh bat bién dang ciu phai, ef-mé
rong phai vé6i dieu kién day chuyeén nhu sau:

Dinh 1y 2.19. Cdc diéu kién sau la tuong duong doi vdi vanh R

1. R la vanh tua Frobenius.

2. R la vanh bat bién ding cau phdi, ef-md rong phdi va théa diéu kien ACC trén cdc
linh héa t phdi.

Chitng minh. (1) = (2) la ro rang.

(2) = (1) Vi R 1a vanh bt bién didng cau phai va thoa diéu kien ACC trén céc linh héa
tu phai nén R la vanh nita nguyén so theo [13]. Gid st Soc(Rgr) = @ierS; v6i moi S; 1a
don. Cho méi i thuoe I. Vi R 1a vanh ef-md rong phai nén ton tai cac phan tit lily ding
fi ctia R sao cho S; c¢ot yéu trong f; R. Ngoai ra ho {S;} 1a ho doc 1ap nén suy ra {f; R} 1a
ho doc lap va Soc(Rg) < @ierfiR va vi vay @er fi R cot yéu trong Rg (*). Vi R la vanh
bat bién ding cAu phai nén Rp thoéa diéu kien C'2 va do dé né théa man diéu kien C3. Tit
day suy ra @;c;fi R 13 mot hang t1 trye tiép dia phuong clia Rr. Mat khac, Rp thoéa dieu
kien ACC trén céc linh héa tt phai nén suy ra ®;c;f; R 1a modun con déng cia Rg theo
[3, Lemma 8.1(1)]. Khi d6 theo (*) ta phai ¢6 Rr = @icr fiR vi vay Rp = &, fi R cho s
nguyén duong n ndo dé va dong thoi mdi f; R la déu (vi ¢6 modun con don cot yéu trong

no6). Suy ra R la vanh tu noi xa phéi. Vay R la vanh tuya Frobenius. O
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Title: SOME RESULTS ABOUT AUTOMORPHISM INVARIANT MODULES

Abstract: In this paper, we review some results about automorphism invariant modules.
In addition, we have given some results regarding the quasi-Frobenius ring and we prove
that a ring R is a quasi-Frobenius ring if and only if R is a right automorphism-invariant

ring, right ef-extending with maximum condition on right annihilators.

Keyword: Injective module, pseudo injective module, automorphism invariant module.



