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Tóm tắt: Bài báo này giới thiệu về môđun và vành ker-bất biến đẳng
cấu. Một R-môđun M sao cho hạt nhân của các tự đồng cấu của M bất
biến qua tất cả các tự đẳng cấu của M ; nghĩa là với mọi f ∈ End(M),
α(ker(f)) ≤ ker(f), ∀α ∈ Aut(M), được gọi là môđun ker-bất biến
đẳng cấu. Vành R mà RR là ker-bất biến đẳng cấu thì được gọi là vành
ker-bất biến đẳng cấu. Trong bài báo này, chúng tôi thu được một số
tính chất của môđun và vành ker-bất biến đẳng cấu, đưa ra một số ví
dụ về môđun ker-bất biến đẳng cấu.
Từ khóa: Môđun ker-bất biến đẳng cấu, vành abelian, vành nửa giao
hoán.

1 GIỚI THIỆU

Trong bài báo này, R là vành kết hợp có đơn vị. Cho tập khác rỗng S ⊆ R, lR (S) , rR (S)

lần lượt là linh hóa tử trái và linh hóa tử phải của S trong R. Căn Jacobson, nhóm các
phần từ khả nghịch, tập tất cả các phần tử lũy đẳng của R được ký hiệu lần lượt là
J(R), U(R) và Id(R). Môđun con suy biến của M được ký hiệu là Z(M). Vành các tự
đồng cấu của M và nhóm các tự đẳng cấu của M được ký hiệu lần lượt là End(M) và
Aut(M). Một môđun M là S-tựa Baer chính (hoặc S-p.q.-Baer) nếu m ∈M , lS(m) = Se

với e2 = e ∈ S = End(M). Một R-môđun M được gọi là môđun duo (duo yếu) nếu mỗi
môđun con (t.ứ. hạng tử trực tiếp) của M là bất biến qua tất cả các tự đồng cấu của M .
Một môđun M được gọi là môđun đều nếu mọi môđun con khác 0 của M cốt yếu trong
M . Vành R được gọi là abelian nếu mọi lũy đẳng thuộc tâm.

Năm 2012, các tác giả Singh và Srivastava ([12]) đã giới thiệu khái niệm môđun đối bất
biến đẳng cấu. Họ đã chứng minh được: Cho P →M là một phủ xạ ảnh của M , khi đó M
là đối bất biến đẳng cấu nếu và chỉ nếu ker(P →M) bất biến qua tất cả các tự đẳng cấu
của P . Từ khái niệm này, các tác giả Quynh, Chi, Nhan và Kosan ([10]) đã giới thiệu khái
niệm về môđun và vành mà hạt nhân của mỗi tự đồng cấu là bất biến qua các tự đẳng
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cấu. Môđun thỏa mãn điều kiện này được gọi là môđun ker-bất biến tự đẳng cấu. Các tác
giả đã đưa ra nhiều kết quả đặc trưng cho các lớp vành và môđun thỏa điều kiện trên. Tuy
nhiên một số ví dụ và một số tính chất về môđun ker-bất biến đẳng cấu đã được đưa ra
nhưng chưa chứng minh cụ thể. Trong bài báo này tôi sẽ làm rõ các ví dụ và chứng minh
chi tiết một số tính chất đó đồng thời đưa ra một số tính chất khác của vành ker-bất biến
đẳng cấu.

2 MÔĐUN VÀ VÀNH KER-BẤT BIẾN ĐẲNG CẤU

Nhắc lại rằng, một R-môđun M được gọi là ker-bất biến đẳng cấu nếu hạt nhân của tất
cả các tự đồng cấu của M bất biến qua tất cả các tự đẳng cấu của M . Một vành R được
gọi là ker-bất biến đẳng cấu nếu RR là ker-bất biến đẳng cấu. Sau đây chúng tôi sẽ làm
rõ các ví dụ về môđun ker-bất biến đã được đưa ra trong tài liệu [10].

Ví dụ 2.1.

(1) Nếu vành các tự đồng cấu của M chính quy mạnh thì M là ker-bất biến đẳng cấu.
Điều ngược lại không đúng trong trường hợp tổng quát. Tuy nhiên, vành các tự đồng cấu
của M là chính quy mạnh khi nó là vành chính quy và M là ker-bất biến đẳng cấu. Thật
vậy, nếu End(M) chính quy mạnh thì End(M) chính quy và abelian.

∗ End(M) là chính quy nên với α ∈ End(M), ker(α) ≤M nên ker(α)≤eM , do đó tồn tại
e ∈ End(M) : e2 = e và ker(α) = e(M); với mọi u ∈ Aut(M) ta có: uker(α) = ue(M).
End(M) là abelian nên eu = ue hay uker(α) = ue(M) = eu(M) ≤ e(M) = ker(α), do đó
M ker-bất biến đẳng cấu.

∗ Ngược lại, M là ker-bất biến đẳng cấu, với e = e2 ∈ End(M), α ∈ End(M),
1− eα(1− e) ∈ Aut(M). Khi đó, e(1− e)(M) = 0 nên (1− e)(M) = ker(e),

[1− eα (1− e) ](1− e)(M) ≤ ker(e) = (1− e)(M)

suy ra e[1− eα (1− e) ](1− e)(M) ≤ e(1− e)(M) = 0, do đó eα(1− e) = 0 hay eα = eαe,
tương tự αe = eαe hay End(M) là abelian. Vậy End(M) chính quy và abelian nên End(M)

chính quy mạnh.

(2) Z-môđunZp∞ (Prüfer group) là ker-bất biến đẳng cấu. Thật vậy, Zp∞ là Z-môđun nội
xạ nên mỗi môđun con K của Zp∞ là tựa nội xạ, với mọi α ∈ End(Zp∞) ta có α(K) ≤ K
hay uker(α) ≤ ker(α) với mọi u ∈ Aut(Zp∞).

(3) Mỗi môđun đều không suy biến là ker-bất biến đẳng cấu. Thật vậy, với f ∈ End(M),
ker(f) 6= 0 (ker(f) = 0 tầm thường) thì ker(f)≤eM nên Z (M/ ker(f)) = M/ ker(f),
lại có M/ ker(f) ∼= im(f) nên Z (M/ ker(f)) = Z(im(f)) suy ra im(f) = Z(im(f)), mà
im(f) ≤ M nên Z(imf) ≤ Z (M) = 0, do đó im(f) = 0, như vậy M/ ker(f) ∼= 0 hay
M = ker(f), khi đó uker(f) ≤M = ker(f).
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(4) Mỗi miền D là ker-bất biến đẳng cấu (vì với mỗi a ∈ D, rD(a) = 0).

(5) M là một môđun duo thì M là ker-bất biến đẳng cấu. (Theo định nghĩa của môđun
duo).

Sau đây là một số tính chất cơ bản của môđun ker-bất biến đẳng cấu.

Mệnh đề 2.2. Mỗi hạng tử trực tiếp của môđun ker-bất biến đẳng cấu là ker-bất biến
đẳng cấu.

Chứng minh. Gọi N là hạng tử trực tiếp của M , khi đó M = N ⊕N ′.

Lấy bất kỳ α ∈ End(N) và u ∈ Aut(N), khi đó α⊕ 1N ′ ∈ End(M) và u⊕ 1N ′ ∈ Aut(M),
trong đó

α⊕ 1N ′ : M = N ⊕N ′ →M = N ⊕N ′

n+ n′ 7→ α(n) + n′

và
u⊕ 1N ′ : M = N ⊕N ′ →M = N ⊕N ′

n+ n′ 7→ u(n) + n′

Ta có:

ker(α⊕ 1N ′) = {n + n′/α(n) + n′ = 0} = ker(α)

và M là ker-bất biến đẳng cấu nên

(u⊕ 1N ′)ker(α⊕ 1N ′) ≤ ker(α⊕ 1N ′) = ker(α)

mà

(u⊕ 1N ′)ker(α⊕ 1N ′) = (u⊕ 1N ′)(kerα+ 0) = ker(α)

nên

uker(α) ≤ ker(α).

Vậy N là ker-bất biến đẳng cấu.

Hạng tử trực tiếp của một môđun ker-bất biến đẳng cấu là một môđun ker-bất biến đẳng
cấu, điều ngược lại chưa chắc đúng. Tuy nhiên trong một số trường hợp đặc biệt thì điều
đó đúng và được thể hiện ở mệnh đề sau:

Mệnh đề 2.3. Cho M = M1 ⊕M2, M1 và M2 là các môđun ker-bất biến đẳng cấu. Nếu
HomR(Mi,Mj) = 0 với 1 ≤ i 6= j ≤ 2, thì M là ker-bất biến đẳng cấu.

Chứng minh. Với f ∈ End(M), f1 ∈ End(M1), f2 ∈ End(M2), u ∈ Aut(M),
u1 ∈ Aut(M1), u2 ∈ Aut(M2), vì HomR(Mi,Mj) = 0 với 1 ≤ i 6= j ≤ 2 nên ta có
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f =

(
f1 0

0 f2

)
; u =

(
u1 0

0 u2

)

Nếu (m1,m2) ∈ ker(f) thì m1 ∈ ker(f1) và m2 ∈ ker(f2), khi đó u1m1 ∈ ker(f1) và
u2m2 ∈ ker(f2). Do đó

u(m1,m1) =

(
u1 0

0 u2

)(
m1

m2

)
=

(
u1m1 0

0 u2m2

)
≤

(
f1m1 0

0 f2m2

)

hay uker(f) ≤ ker(f).

Từ mệnh đề trên ta có hệ quả sau:

Hệ quả 2.4. Cho M = M1 ⊕M2. Nếu M là duo yếu, M1 và M2 là các môđun ker-bất
biến đẳng cấu thì M là ker-bất biến đẳng cấu.

Trong [10] đã đưa ra một số điều kiện tương đương với tính ker-bất biến qua các tự đẳng
cấu của môdun M nhưng chưa chứng minh, tiếp theo đây chúng tôi sẽ chứng minh cụ thể
các điều kiện tương đương đó.

Bổ đề 2.5. Cho R-môđun phải M , S = End(M), U = Aut(M). Khi đó các mệnh đề sau
tương đương:

(1) M là môđun ker-bất biến đẳng cấu.
(2) Với bất kỳ α ∈ S, U ker(α) = ker(α).
(3) Với bất kỳ tập con I 6= ∅ của S, U ker(I) = ker(I).
(4) lS(m)U = lS(m) với bất kỳ m ∈M .
(5) Với bất kỳ tập con N 6= ∅ của S, lS(N)U = lS(N).
(6) Nếu α(m) = 0, ∀α ∈ S,m ∈M thì αUm = 0.

Chứng minh. (1) ⇒ (2). Lấy bất kỳ u ∈ U và α ∈ S. Vì M ker-bất biến đẳng cấu nên
uker(α) ≤ ker(α) với mọi u ∈ U , do đó Uker(α) ≤ ker(α). Hiển nhiên ker(α) ≤ Uker(α).
(2)⇒ (1). Rõ ràng.
(2) ⇒ (3). Với m ∈ ker(I), m ∈ ∩

α∈I
ker(α) hay m ∈ ker(α) với mọi α ∈ I, suy ra

u(m) ∈ ker(α) với mọi u ∈ U nên Uker(I) ≤ ker(α), do đó Uker(I) ≤ ∩
α∈I

ker(α) = ker(I).

Hiển nhiên ker(I) ≤ Uker(I).
(3)⇒ (2). Với α ∈ S, lấy I = {α}.
(1) ⇒ (4). Lấy bất kỳ a ∈ lS(m)U , a = αu (với u ∈ U và α ∈ lS(m)). Vì α ∈ lS(m)

nên αm = 0, m ∈ ker(α) nên u(m) ∈ ker(α). Vì a ∈ lS(m)U nên am = αum = 0 hay
a ∈ lS(m), do đó lS(m)U ≤ lS(m). Chiều ngược lại hiển nhiên.
(4) ⇒ (1). Với mọi m ∈ ker(α), α ∈ lS(m). Vì lS(m)U = lS(m) nên αu(m) = 0 với mọi
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u ∈ U , do đó u(m) ∈ ker(α) với mọi m ∈ ker(α) hay uker(α) ≤ ker(α).
(1) ⇒ (5). Lấy bất kỳ b ∈ lS(N)U , b = αu trong đó α ∈ lS(N), u ∈ U . Vì α ∈ lS(N) nên
αf = 0 với mọi f ∈ N , f ∈ ker(α) nên uf ∈ ker(α) suy ra bf = αuf = 0 với mọi f ∈ N
hay b ∈ lS(N), do đó lS(N)U ≤ lS(N). Chiều ngược lại hiển nhiên.
(5) ⇒ (1). Lấy bất kỳ f ∈ S, đặt N = {f} ta có lS(f)U = lS(f). Với bất kỳ α ∈ lS(f),
αf = 0 hay αf(m) = 0 với mọi m ∈ M , suy ra f(m) ∈ ker(α), mà lS(f)U = lS(f) nên
αuf(m) = 0 suy ra uf(m) ∈ ker(α) hay uker(α) ≤ ker(α).
(4) ⇒ (6). Lấy bất kỳ α ∈ S, m ∈ M , α(m) = 0 suy ra α ∈ lS(m), mà lS(m) = lS(m)U

nên αUm = 0.
(6)⇒ (1). Lấy bất kỳ α ∈ S,m ∈ ker(α), nếu α(m) = 0 thì αUm = 0 suy ra u(m) ∈ ker(α)

với mọi u ∈ U , do đó uker(α) ≤ ker(α).

Hệ quả 2.6. Đối với vành R, các phát biểu sau tương đương:

(1) R là vành ker-bất biến đẳng cấu phải.
(2) Với bất kỳ x ∈ R, U(R)rR(x) = rR(x).
(3) lR(x)U(R) = lR(x), ∀x ∈ R.
(4) Với bất kỳ x ∈ R, U(R)rR(x) = rR(x)U(R).
(5) lR(x)U(R) = U(R)lR(x), ∀x ∈ R.
(6) Với bất kỳ tập con I 6= ∅ của R, U(R)rR(I) = rR(I).
(7) Với bất kỳ tập con I 6= ∅ của R, lR(I)U(R) = lR(I).
(8) Nếu xy = 0 ∀x, y ∈ R thì xU(R)y = 0.
(9) Với bất kỳ iđêan trái H và iđêan phải K của R, nếu HK = 0 thì HU(R)K = 0.

Từ hệ quả trên, ta có:

Định lý 2.7. [10] R là vành ker-bất biến đẳng cấu phải nếu và chỉ nếu R là vành ker-bất
biến đẳng cấu trái.

Hệ quả 2.8. Nếu M là môđun ker-bất biến đẳng cấu thì End(M) là vành ker-bất biến
đẳng cấu.

Chứng minh. Với bất kỳ f, g ∈ End(M) thỏa fg = 0. Ta có: fg(m) = 0 với m ∈ M nên
g(m) ∈ ker(f), suy ra ug(m) ∈ ker(f) với mọi u ∈ Aut(M), do đó fug(m) = 0 với mọi
m ∈M , hay fUg = 0. Vậy End(M) là vành ker-bất biến đẳng cấu.

Nếu M là ker-bất biến đẳng cấu thì End(M) là ker-bất biến đẳng cấu, chiều ngược lại
chưa biết đúng hay không?! Tuy nhiên trong trường hợp cụ thể thì chiều ngược lại đúng.

Mệnh đề 2.9. Cho R-môđun M , S = End(M).
(1) Giả sử S là ker-bất biến đẳng cấu, với mỗi m ∈M , tồn tại g ∈ S sao cho g(M) = mR
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thì M là ker-bất biến đẳng cấu.
(2) Nếu M là một S-p.p và S là ker-bất biến đẳng cấu thì M là ker-bất biến đẳng cấu.

Chứng minh.

(1) Với m ∈M , f ∈ S, m ∈ ker(f), ta có fg(M) = f(mR) = f(m)R = 0, hay fg = 0, suy
ra fug = 0 với u ∈ Aut(M), suy ra fu(m) = 0 hay u(m) ∈ ker(f). Vậy uker(f) ≤ ker(f).
(2) Với m ∈M , α(m) = 0, α ∈ lS(m) = Se = lS(1−e) (với e2 = e ∈ S), suy ra α(1−e) = 0

nên αu(1− e) = 0 (vì S là ker-bất biến đẳng cấu), αu ∈ lS(1− e) = lS(m), αu(m) = 0 với
mọi u ∈ Aut(M), do vậy uker(α) ≤ ker(α).

Cho hai R-môđun N vàM , N được gọi làM -xạ ảnh nếu với mỗi môđun con A củaM , bất
kỳ đồng cấu từ N vào M/A có thể nâng thành đồng cấu từ N vào M . Bất kỳ hai môđun
N và M được gọi là xạ ảnh tương hỗ nếu N là M -xạ ảnh và M là N -xạ ảnh.

Mệnh đề 2.10. Cho M là môđun ker-bất biến đẳng cấu, x1, x2 ∈ S = End(M) and
e2 = e ∈ S sao cho e(M) xạ ảnh. Nếu ker(x1) ≤ e(M) và ker(x2) ≤ (1 − e)(M) thì
e(M)/ker(x1) và (1− e)(M)/ker(x2) là xạ ảnh tương hỗ.

Chứng minh.

Đặt M1 := e(M)/ker(x1), M2 := (1− e)(M)/ker(x2), K := ker(x1)⊕ ker(x2),
L̄ = L/ker(x2) ≤M2. Xét dãy khớp:

M2 →M2/L̄→ 0

và đồng cấu λ : M1 →M2/L̄ .

Vì M2/L = ((1− e) (M)/ker(x2)) / (L/ker (x2)) ∼= (1− e) (M)/L nên xác định được:

λ′ : M1 = e(M)/ker (x1)→ (1− e) (M)/L.

Vì e(M) xạ ảnh nên tồn tại đồng cấu :

µ : e(M)→ (1− e) (M)

sao cho

λ′p1 = p2µ

trong đó
p1 : e(M)→ e(M)/ker (x1)

x 7→ x+ ker (x1)

p2 : (1− e) (M)→ (1− e) (M)/L

α 7→ α+ L
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Đặt H := {x+ µ (x) , x ∈ e(M)}. Khi đó M = H ⊕ (1− e) (M)

Xét:
δ : M →M

m 7→ em+ µ (em) + (1− e)m = m+ µ (em)

δ là một đẳng cấu, M là môđun ker-bất biến đẳng cấu nên: K = δ (K) và K = δ−1 (K).

Xét

δ′ : (e(M) +K)/K → (H +K)/K

x+K 7→ δ (x) +K = x+ µ (x) +K

do δ(x) là đồng cấu nên δ′ cũng là đồng cấu, δ′(x + K) = δ(x) + K = 0, δ(x) ∈ K do đó
x ∈ K nên δ′ là đơn cấu và với mọi h ∈ (H + K)/K, h = x + µ(x) + K = δ′(x) nên δ′ là
một đẳng cấu. Ta thấy rằng nếu x ∈ K ∩ e(M) thì δ′(x+K) = 0 suy ra x+ µ(x) ∈ K và
do đó µ(x) ∈ K ∩ (1− e)(M) nên δ′ cảm sinh ánh xạ:

µ : e(M)/ker(x1)→ (1− e) (M)/ker(x2)

x+ ker(x1) 7→ µ (x) + ker(x2)

là mở rộng của λ′ (vì p2µ (x+ ker (x1)) = p2 (µ (x) + ker (x2)) = µ (x)+L = λ′ (x+ ker (x1))).
Vậy e(M)/ker(x1) là (1− e)(M)/ker(x2)-xạ ảnh.

Tương tự, ta cũng chứng minh được (1− e)(M)/ker(x1) và e(M)/ker(x2)-xạ ảnh.

Một môđun M được gọi là (D3) nếu A và B là các hạng tử trực tiếp của M sao cho
M = A+B thì A ∩B cũng là hạng tử trực tiếp của M . Từ chứng minh trên ta thu được
kết quả sau:

Mệnh đề 2.11. [10] Cho M là môđun ker-bất biến đẳng cấu xạ ảnh, α ∈ S. Nếu lũy đẳng
được nâng modulo ker(α) thì α(M) là (D3)-môđun.
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Title: ON AUTOMORPHISM KER-INVARIANT MODULES AND RINGS

Abstract: In this paper, we introduce a new class of modules and rings which are auto-
morphisms ker-invariant. A right R-module M is called automorphism ker-invariant if the
kernel of all endomorphisms of M are invariant under all automorphisms of M ; i.e., for
every f ∈ End(M), α(ker(f)) ≤ ker(f), ∀α ∈ Aut(M).

Many properties and examples of automorphisms ker-invariant modules and related ring
were obtained.

Keywords: Automorphisms ker-invariant module, abelian ring, semicommutative ring.


