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Tém tat: Bai bdo nay gisi thieu vé modun va vanh ker-bat bién ding
cau. Mot R-modun M sao cho hat nhan ctia cac ty dong cau ctia M bat
bién qua tat ca cac ty dang cau ctia M; nghia la v6i moi f € End(M),
a(ker(f)) < ker(f), Ya € Aut(M), duge goi 1a modun ker-bat bién
déng cAu. Vanh R ma RR la ker-bat bién déng cau thi dugc goi la vanh
ker-bat bién dédng cau. Trong bai bao nay, ching t6i thu duge mot sb
tinh chat cia modun va vanh ker-bat bién ding cau, dua ra mot sb vi
du vé modun ker-bat bién dang ciu.

Tt khéa: Modun ker-bat bién ding cau, vanh abelian, vanh nita giao

hoan.

1 GIOI THIEU

Trong bai bao nay, R 1a vanh két hgp c¢6 don vi. Cho tap khac rong S C R, Ig (S),rr (S)
lan lugt 1a linh hoéa tit trai va linh héa tit phai cia S trong R. Can Jacobson, nhém céc
phan tit kha nghich, tap tat ci cac phan ti lily ding ctia R dugc ky hicu lan lugt 1a
J(R), U(R) va Id(R). Modun con suy bién ctia M duge ky hieu la Z(M). Vanh cac tu
dong cau ctia M va nhém cac ty ding cdu cia M duge ky hiéu lan lugt 14 End(M) va
Aut(M). Mot modun M 1a S-twa Baer chinh (hoac S-p.q.-Baer) néum € M, lg(m) = Se
véi e? = e € S = End(M). Mot R-modun M duge goi 1a modun duo (duo yéu) néu mdi
modun con (t.1. hang t1 tryc tiép) ctia M 1a bat bién qua tat ca cac tu dong cau ctia M.
Mot modun M dude goi 1a modun déu néu moi modun con khac 0 ctia M ¢t yéu trong
M. Vanh R dugc goi 1a abelian néu moi lity déng thuodc tam.

Nam 2012, cac tac gia Singh va Srivastava ([12]) da gidi thieu khai niem modun doi bat
bién ding cau. Ho da chitng minh duge: Cho P — M 1a mot phii xa anh ctia M, khi d6 M
14 d6i bat bién ding cau néu va chi néu ker(P — M) bat bién qua tat ca cac tu dang cau
ctia P. Tu khai niém nay, cac tac gia Quynh, Chi, Nhan va Kosan ([10]) da gi6i thiéu khai

niém vé modun v vanh ma hat nhan ctia mdi ty dong cau 1a bat bién qua cac tuy dang
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cau. Modun théa man didu kién nay dude goi 1a modun ker-bat bién tir ding cau. Cac tac
gid da dua ra nhiéu két qua dic trung cho cac 16p vanh va modun théa diéu kien trén. Tuy
nhién mot s6 vi du vi mot s6 tinh chat vé modun ker-bat bién dang cdu da duge dua ra
nhung chua chitng minh cu thé. Trong bai bdo nay toi sé lam 16 céc vi du va chitng minh
chi tiét mot s6 tinh chat d6 dong thoi dua ra mot s6 tinh chat khac clia vanh ker-bat bién

dang cau.

9 MODUN VA VANH K ER-BAT BIEN DANG CAU

Nhéc lai ring, mot R-modun M duge goi 1a ker-bat bién diing ciu néu hat nhan cla tat
cé cac tu dong cAu ctia M bat bién qua tat ci cac ty ddng cau ciia M. Mot vanh R dudc
goi 1 ker-bat bién didng cAu néu Ry la ker-bat bién déng cau. Sau day ching t6i sé lam

1o cac vi du vé modun ker-bat bién da duge dua ra trong tai ligu [10].

Vi du 2.1.

(1) Néu vanh céc tu dong cau ciia M chinh quy manh thi M 1a ker-bat bién dang cau.
Diéu nguge lai khong ding trong trudng hop tong quat. Tuy nhién, vanh cac tu dong cau
ctia M 1a chinh quy manh khi n6 1a vanh chinh quy va M la ker-bat bién dang cau. That
vay, néu End(M) chinh quy manh thi End(M) chinh quy va abelian.

x End(M) 1a chinh quy nén v6i o € End(M), ker(a) < M nén ker(a)<°M, do d6 ton tai
e € End(M) : e? = e va ker(a) = e(M); v6i moi u € Aut(M) ta c6: uker(a) = ue(M).
End(M) la abelian nén eu = ue hay uker(a) = ue(M) = eu(M) < e(M) = ker(a), do d6
M ker-bat bién ding cau.

* Ngugce lai, M 1a ker-bat bién ding cau, véi e = €2 € End(M), a € End(M),
1—ea(l—e) € Aut(M). Khi do, e(1 —e)(M) =0 nén (1 —e)(M) = ker(e),

[l—ea(l—e)](1—e)(M)<ker(e)=(1—¢e)(M)

suyra e[l —ea(l—e)](1 —e)(M) <e(l —e)(M)=0, do d6 ex(l —e) =0 hay ea = e,
tuong tu ae = eae hay End(M) la abelian. Vay End(M) chinh quy va abelian nén End(M)
chinh quy manh.

(2) Z-mddunZyee (Priifer group) 1a ker-bat bién dang cdu. That vay, Zpe~ la Z-moddun noi
xa nén mo6i modun con K clia Zp la tua noi xa, véi moi a € End(Zy~) ta c6 oK) < K
hay uker(a) < ker(a) v6i moi u € Aut(Zp).

(3) M&i modun déu khong suy bién 1a ker-bat bién dang cau. That vay, véi f € End(M),
ker(f) # 0 (ker(f) = 0 tam thuong) thi ker(f)<°M nén Z (M/ker(f)) = M/ ker(f),
lai ¢c6 M/ ker(f) = im(f) nén Z (M/ker(f)) = Z(im(f)) suy ra im(f) = Z(im(f)), ma
im(f) < M nén Z(imf) < Z(M) = 0, do d6 im(f) = 0, nhu vay M/ker(f) = 0 hay
M = ker(f), khi d6 uker(f) < M = ker(f).
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(4) M&i mién D 1a ker-bat bién déng cau (vi v6i mdi a € D, rp(a) = 0).
(5) M 1a mot modun duo thi M 1a ker-bat bién dang cau. (Theo dinh nghia ctia modun
duo).

Sau day 1a mot s6 tinh chat co ban clia médun ker-bat bién déng cau.

Ménh dé 2.2. Méi hang tii truc tiép cia modun ker-bat bién dding cau la ker-bat bién

dang cau.

Chitng minh. Goi N 1a hang t tryc tiép ctia M, khi d6 M = N & N'.
Lay bat ky a € End(N) va u € Aut(N), khi d6 a ® 1 € End(M) va u® 1y € Aut(M),
trong do
a®lyy  M=N®N — M=No&N'
n+n" — aln)+n
va
uPlyy  M=N@N - M=NGN'
n+n" — un)+n

Ta c6:
ker(a ® 1n/) = {n+1'/a(n) + n’ = 0} = ker(a)

va M la ker-bat bién ding ciu nén

(u® 1y )ker(a @ 1n) < ker(a® 1y/) = ker(a)

ma
(ud® Iy )ker(a @ 1n) = (ud 1y/)(kera + 0) = ker(a)
nén
uker(a) < ker(a).
Vay N la ker-bat bién ding cau. O

Hang ti tryc tiép ctia mot modun ker-bat bién déng cAu la mot modun ker-bat bién déng
cau, diéu ngudgc lai chua chac ding. Tuy nhién trong mot s6 trudng hgp dic biét thi dieu

dé ding va duge thé hien ¢ meénh dé sau:

Meénh dé 2.3. Cho M = My & My, M; va My la cdc modun ker-bat bién dc”an cdu. Néu
Homp(M;, M;) =0 vdi 1 <i#j <2, thh M la ker-bat bién ding cau.

Chitng minh. Véi f € End(M), fi € End(My), f2 € End(Mas), u € Aut(M),
uy € Aut(My), ug € Aut(Ms), vi Homp(M;, M;) =0 v6i 1 <i# j <2 neén ta co
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Néu (mq1,mso) € ker(f) thi my € ker(f1) va mo € ker(f2), khi d6 uym; € ker(f1) va
ugmy € ker(f2). Do do

u(m m ) i (51 0 mq . ui1mi 0 < f1m1 0
b v 0 ug meo N 0 UM o 0 f2m2

hay uker(f) < ker(f). O

Tt meénh dé trén ta c6 hé qua sau:

Hé qua 2.4. Cho M = M; & My. Néu M la duo yéu, My va Msy la cdc modun ker-bat

bién dang ciu the M la ker-bat bién ding cau.

Trong [10] d& dwa ra mot s6 diéu kien tuong duong véi tinh ker-bat bién qua cac tu dang
cau ctia modun M nhung chua ching minh, tiép theo day ching t6i sé chitng minh cu thé
cac diéu kién tuong duong do.

B6 dé 2.5. Cho R-modun phdi M, S = End(M), U = Aut(M). Khi dé cic ménh dé sau
tuong duong:

(1) M la modun ker-bat bién ding cdu.

(2) Véi bat ky o € S, Uker(a) = ker(a).

(3) Vi bat ky tap con I # 0 cia S, Uker(I) = ker(I).

(4) ls(m)U = lg(m) vdi bat ky m € M.

(5) Véi bat ky tap con N # 0 cia S, ls(N)U = lg(N).

(6) Néu a(m) =0, Vo € S,m € M thi aUm = 0.

Chatng minh. (1) = (2). Ly bat k¥ v € U vi a € S. Vi M ker-bat bién déng cau nén
uker(a) < ker(a) véi moi u € U, do d6 Uker(a) < ker(a). Hién nhién ker(a) < Uker(a).
(2) = (1). Ro rang.

(2) = (3). V6i m € ker(I), m € Oérglkrer(oz) hay m € ker(a) v6i moi o € I, suy ra
u(m) € ker(a) véimoiu € U nén Uker(I) < ker(«), do d6 Uker(I) < a@[ ker(a) = ker(I).
Hién nhién ker(I) < Uker(I).

(3) = (2). Véi a € S, lay I = {a}.

(1) = (4). Lay bat ky a € lg(m)U, a = au (véi u € U va a € lg(m)). Vi a € lg(m)
nén am = 0, m € ker(a) nén u(m) € ker(a). Vi a € lg(m)U nén am = aum = 0 hay
a € lg(m), do d6 lg(m)U < lg(m). Chiéu ngudc lai hién nhién.

(4) = (1). V6i moi m € ker(a), a € lg(m). Vi lg(m)U = lg(m) nén au(m) = 0 v6i moi
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u € U, do d6 u(m) € ker(a) véi moi m € ker(a) hay uker(a) < ker(a).
(1) = (5). Lay bat ky b € lg(N)U, b = au trong d6 a € Ig(N),u € U. Vi a € lg(N) nén
af =0v6imoi f € N, f € ker(a) nén uf € ker(a) suy ra bf = auf =0 v6i moi f € N
hay b € I5(N), do dé6 Is(N)U < Ig(N). Chiéu nguge lai hién nhien.
(5) = (1). Lay bat ky f € S, dat N = {f} ta c6 ls(f)U = ls(f). V6i bat ky a € ls(f),
af =0 hay af(m) = 0 v6i moi m € M, suy ra f(m) € ker(a), ma lg(f)U = lg(f) nén
auf(m) =0 suy ra uf(m) € ker(a) hay uker(a) < ker(a).
(4) = (6). Lay bat ky « € S, m € M, a(m) = 0 suy ra « € lg(m), ma lg(m) = lg(m)U
nén aUm = 0.
(6) = (1). Lay bat ky o € S, m € ker(a), néu a(m) = 0 thi aUm = 0 suy ra u(m) € ker(a)
v6i moi u € U, do d6 uker(a) < ker(a).

0

Heé qua 2.6. Déi vdi vanh R, cdc phat biéu sau tuong duong:
(1) R la vanh ker-bat bién ddang cau phdi.

(2) Véi bit ky x € R, U(R)rgr(z) = rr(z).

(3) lr(x)U(R) = lr(x), Yz € R.

(4) Véi bat ky v € R, U(R)rr(z) = rr(z)U(R).

(5) lr(x)U(R) = U(R)lg(z), Vz € R.

(6) Véi bat ky tap con I # 0 cia R, U(R)rr(I) =rgr(I).
(7) Véi bat ky tap con I # 0 cia R, Ig(I)U(R) = Ir(I).

(8) Néu zy = 0 Va,y € R thi 2U(R)y = 0.
(9) Véi bat ky idéan trai H va idéan phdi K cia R, néu HK =0 th HU(R)K = 0.

T hé qua trén, ta co:

Dinh 1y 2.7. [10] R la vanh ker-bdt bién ding cau phdi néu va chi néu R la vanh ker-bat
bién dang ciu trdi.

Hé qua 2.8. Néu M la modun ker-bat bién ding cdu thy End(M) la vanh ker-bat bién

dang cau.

Chitng minh. Véi bat ky f,g € End(M) théa fg = 0. Ta ¢6: fg(m) = 0 v6i m € M nén
g(m) € ker(f), suy ra ug(m) € ker(f) véi moi u € Aut(M), do dé fug(m) = 0 v6i moi
m € M, hay fUg = 0. Vay End(M) 1a vanh ker-bat bién ding cau. O

Néu M la ker-bat bién ding ciu thi End(M) la ker-bat bién ding ciu, chiéu ngugc lai
chua biét ding hay khong?! Tuy nhién trong truong hgp cu thé thi chiéu ngugce lai ding.

Ménh dé 2.9. Cho R-modun M, S = End(M).
(1) Gid st S la ker-bat bién dang cau, vdi méi m € M, ton tai g € S sao cho g(M) = mR
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thi M la ker-bat bién ding cau.
(2) Néu M la mot S-p.p va S la ker-bat bién dang cau thi M la ker-bat bién dang cu.

Ching minh.

(1) Véime M, f €S, m € ker(f),taco fg(M)= f(mR)= f(m)R =0, hay fg =0, suy
ra fug = 0 véi u € Aut(M), suy ra fu(m) = 0 hay u(m) € ker(f). Vay uker(f) < ker(f).
(2) Vé6im € M, a(m) =0,a €lg(m) = Se =lg(1—e) (véie? =e € 5),suyraa(l—e) =0
nén au(l—e) = 0 (vi S 1a ker-bat bién dang cau), au € lg(1 —e) = lg(m), au(m) = 0 véi
moi u € Aut(M), do vay uker(a) < ker(a). O

Cho hai R-modun N va M, N duge goi 1a M-xa anh néu véi mdi modun con A ciia M, bat
ky dong cau tit N vho M /A c6 thé nang thanh dong cau tit N vao M. Bat ky hai modun
N va M dudc goi 1a xa anh tuong hd néu N 1a M-xa anh va M 1a N-xa anh.

Ménh dé 2.10. Cho M la modun ker-bat bién ding ciu, x1,72 € S = End(M) and
e? = e € S sao cho e(M) za dnh. Néu ker(z1) < e(M) va ker(zz) < (1 —e)(M) thi
M) /ker(x1) va (1 —e)(M)/ker(x2) la za dnh tuong ho.

Ching minh.
bat My :=e(M)/ker(x1), My := (1 — e)(M)/ker(z2), K := ker(z1) ® ker(xz),
L = L/ker(z2) < M. Xét day khép:

M2 — MQ/.Z/ —0

va dong cau A : My — My /L .
Vi My/L = ((1 —e) (M)/ker(x3)) / (L/ker (z2)) = (1 — e) (M)/L nén xac dinh dugc:

N i My = e(M)/ker (z1) = (1 —e) (M)/L.
Vi e(M) xa a4nh nén ton tai dong cau :
s e(M) > (1— ) (M)
sao cho

Np1 =pap

trong do6
p1:e(M) — e(M)/ker (x1)
r — x4+ ker(z1)
pe:(l—e)(M)— (1—e)(M)/L
a = a+L
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bat H:={z+pu(z),z €e(M)}. Khido M =H @ (1 —e) (M)
Xét:
0:M—M
m —em+p(em)+ (1 —e)m=m+ p(em)
§ 1a mot dang cau, M 1a modun ker-bat bién déng cau nén: K = § (K) va K = § ! (K).
Xét

§:(e(M)+K)/K - (H+K)/K
r+K w—é@)+K=c+p(z)+K
do 6(z) la dong cau nen ¢’ cing la dong cau, §'(z+ K) = d(z) + K =0, §(z) € K do d6
z € K nén ¢ 1a don cdu va véi moi h € (H + K)/K,h =z + p(x) + K = §'(z) nén & la
mot dang cau. Ta thay ring néu x € K Ne(M) thi §/(z + K) =0 suy ra = + u(z) € K va
do d6 p(x) € KN (1—e)(M) nén ¢’ cam sinh dnh xa:

w:e(M)/ker(z1) — (1 —e) (M)/ker(zz)
x + ker(x1) — p () + ker(za)

la mé rong ctia X (vi pofi (x + ker (x1)) = po (1 (x) + ker (z2)) = p(x)+L = N (x + ker (z1))).
Vay e(M)/ker(x1) 1a (1 —e)(M)/ker(z2)-xa anh.

Tuong ty, ta cing ching minh duge (1 — e)(M)/ker(x1) va e(M)/ker(z2)-xa anh. O

Mot modun M duge goi 1a (D3) néu A va B la cac hang tit truc tiép cia M sao cho
M = A+ B thi AN B ciing la hang t1t tryc tiép ctia M. Tit chitng minh trén ta thu dugc

két qua sau:

Ménh dé 2.11. [10] Cho M la modun ker-bat bién ding cau wa dnh, o € S. Néu liy dang
dugc nang modulo ker(a) thi a(M) la (D3)-modun.

LOI CAM ON

Tac gia xin chan thanh cAm on GS Lé Van Thuyét va PGS Truong Cong Quynh da huéng
dan, giup dé tac gia hoan thanh bai bao nay.
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Title: ON AUTOMORPHISM K ER-INVARIANT MODULES AND RINGS

Abstract: In this paper, we introduce a new class of modules and rings which are auto-

morphisms ker-invariant. A right R-module M is called automorphism ker-invariant if the

kernel of all endomorphisms of M are invariant under all automorphisms of M; i.e., for
every f € End(M), a(ker(f)) < ker(f), Va € Aut(M).

Many properties and examples of automorphisms ker-invariant modules and related ring

were obtained.

Keywords: Automorphisms ker-invariant module, abelian ring, semicommutative ring.



