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SU DUNG CHU TRINH EULER XAY DUNG TAT CA CAC PO THI
CO DAY BAC CHO TRUOC

Vi Binh Hoa
Khoa Cong ngh¢ Thong tin, Trueong Dai hoc Su pham Ha Ngi

Tom tit. Mot van dé co ban cua Ii thuyét do thi da ton tai tir 1au 12 tim tat ca cac do thi co day
bac 1a mot day sé tu nhién cho trudc. VAn dé nay khdng chi 1 Ii thuyét co ban ma con c6 ng
dung trong khoa hoc va thuc té. Két qua chinh trong bai béo nay la mot thuat toan dua trén
khéi niém db thi can biang (c6 thé xay dung duoc nho cac chu trinh Euler dan mau) dé xac
dinh tit ca dd thi c6 day bac cho trudc.

Tir khoa: D6 thi don, chu trinh Euler, bac cuaa dinh.

1. Mé dau

Bai béo nay chi khao sat d6 thi don v6 huéng. Cac khai niém co so 6 thé tham khao tir nhiéu
nguon tai liéu khac nhau nhu trong tai liéu [1].

Mot day sb tu nhién d = (dy ,...,dn) dugc goi 1a ddy bac néu ton tai mot dd thi don vo huéng n
dinh dé bac cua dinh i 1a d; . M6t van dé co ban cua i thuyét db thi da ton tai tir 1au 12 tim tat ca
cac do thi cd day bac 1a mot day sé tu nhién cho truéc. Van dé nay khong chi 1a 1 thuyét co ban
ma con c6 ¥ nghia thyc té [2, 3].
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Hinh 1. H¢ théng mang cung cép thec pham Chesapeake Bay [2]

Di co nhiéu nha khoa hoc dé cap t6i no, nhu Havel [4], Erdés va Gallai [5], Hakimi va Havel [4],
Zoltan [6], Hyunju Kima, Zoltdn Toroczkai, Istvan Miklés, Péter L. Erdos, Laszlo A. Szekely
trong [5], M. Mihail- N. Vishnoi [3], Jonathan McLaughlin [4]. Tuy nhién, cho dén nay, van dé
nay van chua duoc giai quyét triet dé. Havel [4], Erdds va Gallai [4], Hakimi va Havel [4] méi chi
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Sir dung chu trinh Euler xdy dung tat ca cac do thi co day bdc cho trudc

xac dinh dugc khi ndo mot day sé ty nhién I day bac cua mot d thi. Cac nd luc khac cua Zoltan [6],
Hyunju Kima, Zoltan Toroczkai, Istvan Miklds, Péter L. Erdos, LaszI6 A. Székely trong [5], M.
Mihail- N. Vishnoi [3], Jonathan McLaughlin [4] cling khong rd rang vi ho khong dua ra ching
minh thuat toan cua ho c6 thé cho ta tat ca cac do thi can tim. Cac chuong trinh dugc cai dit theo
cac thuat toan cua ho ciing chi dwa ra dugc mot trong cac do thi do. Trong bai bao nay, thuat toan
sau ddy giai quyét cac van dé con ton tai dua trén duong mot nét Euler dan mau khép kin va ta
cling s& chitng minh rang thuat toan nay xac dinh duoc tat ca do thi c6 ddy bac cho trugc.

Cho trudc mot d6 thi G = (V, E) ma V la tap dinh, E 1 tap canh. Ta ki hi¢u uv 1a canh néi 2
dinh u va v. Mot dd thi con G, ctia G véi cling tap dinh V dugc goi 1a d6 thi khung. Mot d thi
khung tam thuong cua d6 thi G = (V, E) 1a do thi khéng cé canh G = (V, @). Db thi bu cua
dd thi G = (V, E) duoc ki hiéu1a G = (V, E). Ta dinh nghia mét sé phép toan hop, giao va trir
V6i cac do thi nhu sau: V6i Gy = (Vy, Ey) va G, = (V, Ey) thi G, U G, 14 d0 thi G = (V, U V,, E; U E)).
Dic bigt khi V; =V, =V thi ta ki hiéu G; N G, 1a d6 thi G = (V, E; N E) va G, @ G, 1a do thi
G=(VE. BE,), 6dayA @B :=(A UB) — (4 N B) (xem minh hoa & Hinh 2).
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Hinh 2. Cic dé thi G, UG, , G, N G, va G, @ G, ciia hai dé thj G, va G,

Mot hanh trinh H = (uy ,e1 ,Us ,...,Ux ,Ek, Uk+1) 12 Mot day cac dinh u; sao cho canh e; = u; U1
& do e; # e, Vi# j. Néu khdng xay ra hiéu nham (Chang han trong dd thi don), ta c6 thé ki
hiéu H = (uy ,uz ,...Ux ,Uk1) thdng qua liét ke cac dinh cua d6 thi nam trén H. Hai hanh trinh duoc
goi la roi nhau néu chiing khong c6 dinh chung. Khi H chira tat ca cac canh cua do thi, ta goi H 1a
hanh trinh Euler. Bai toan quen thudc v& hinh mot chiéc phong bi thu mot nét chinh I bai toan
chi ra mot hanh trinh Euler cua db thi biéu dién phong bi. Khi u; = uy4 thi H duoc goi 1a hanh
trinh khép kin. Hanh trinh Euler khép kin con dugc goi la chu trinh Euler.

Vian dé x4c dinh hanh trinh Euler khép kin da duoc giai quyét tron ven. Thuat toan cua Carl
Hierholzer [7] cho ta cach tim mot chu tr‘mh Euler trong thoi gian tuyén tinh. Euler di dua ra ma
khong chirng minh Dinh Ii sau (da dugc nhiéu nguoi chung minh lai):

binh Ii 1 (Euler, Binh Ii 1.8.1 trong [1]). Mot do thi lién thong c6 chu trinh Euler khi va chi khi
bdc cia dinh tuy y cua nd la chan.

Néu céc canh cua d6 thi dugc t6 mau hai mau xanh dé thi canh d6 duoc hién thi bang cac nét
lién, canh xanh hién thi bang cac nét dat (nhu trong Hinh 3). S6 canh mau dé (xanh) xuat phat tir
mét dinh v duoc goi 1a bac do (bac xanh) cua v. D4 thi ¢ cac canh dugce t6 hai mau ma dinh tdy y
ctia n6 c6 sb canh xanh bang s6 canh do duoc goi 1a dd thi can bang (vi du do thi H trong Hinh 3).
Cho trude db thi G, ta td mau cac canh cua G trong @b thi G U G boi mau do va cac canh cia G
boi mau xanh, va goi db thi day du thu dugc 1a dd thi t6 mau sinh bai G ma ta ki hiéu né boi G-
(vi du d6 thi G- trong Hinh 7).
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Hinh 3. Mét hanh trinh Euler khép kin dan mau H = (vy V5 V3 V4 V2 Vs V1)

Mot hanh trinh duoc goi 12 hdnh trinh dan mau néu n6 khdng cd hai canh lién tiép cling mau.
MOt hanh trinh khép kin dan mau 13 hanh trinh dan mau va khong chi cac canh lién tiép phai khac
mau nhau ma ca canh xuit phat va canh két thic cia hanh trinh ciing khac mau nhau (nhu hanh
trinh Euler H trong Hinh 3). Mot dinh c6 thé coi 1a mot hanh trinh khép kin dan mau tim thuong.
D& thay la hop cua mot s6 hanh trinh khép kin dan mau hién nhién 1a mot d6 thi can bang. Ta c6
thé thém diéu kién dan mau (canh chon tiép theo khac mau canh vira chon ngay truéc nd) vao cac
thuat toan quen thudc dé xay dung hanh trinh khép kin dan mau.

Erd6s va Gallai d3 dua ra mot diéu kién can va du dé mot day sé tu nhién 1a ddy bac cua mot
dd thi don nhu sau:
Pinh li 2 (Erdés-Gallai). Cho d; > d, > ... > d, > 0 1a cac s6 nguyén. Cac sé nay la day bdc cua
mgt do thi don khi va chi khi

(i) d; + ... + d, la so chdn.

<k(k—-1)+ Z min{k, d.}.

i=k+1

Dinh Ii 2 chi ra mét tiéu chuan thuan tdy todn vé didu kién can va du dé mot day s la day
bac cuia do thi. N6 khong cho ta biét cach xay dung db thi tuong tmg nhu thé ndo. Mot cach cu thé
hon, gan giii hon vai thuat toan 1a két qua sau cia Hakimi va Havel [4]:

Pinh Ii 3 (Hakimi-Havel). DAy sé tiw nhién d; > ... >d, > 0 (n > 3) la day bdc khi va chi khi day
$6 0y — 1,....dsy 41 — Lidgrsz ,....0n ciing la déy bdc.

Dinh Ii 3 cho ta mot thuat toan dé qui xac dinh mot ddy sb tu nhién cho trude c6 phai la mot
day bac hay khong, déng thoi né ciing cho ta cach xay dung mét dd thi tuong tng véi day bac nay.
Tuy nhién db thi thu duoc 12 mot do thi hét suc dac biét, trong d6 dinh ¢ bac cao nhit ké véi tat
ca cac dinh c6 bac cao tiép theo.

Thuéat toan Hakimi-Havel duoc ap dung nhu sau: Trong mdi budc ta chon dinh v ¢ bac cao
nhét trong s6 cac dinh con lai va giam bac d(v) dinh c6 bac cao nhat va ki hiéu tap dinh nay la
N(v). Khi bac cua tat ca cac dinh vé toan gid tri 0, ta xay dung lai do thi theo qui tac ndi cac dinh v
dugc chon véi cac dinh cua tap N(v). Chang han véi day bac 2, 2, 2, 2, 1, 1 ta s& xay dung do thi 6
dinh (Bang 1). Trong Bang 1, tir hang thi 3 tro di, cot dau tién chira thong tin vé dinh v duoc chon
va tap dinh N(v) cac dinh n6 sé& ndi toi.
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Bdng 1. Xay duwng dé thi c6 day bac d = (2, 2, 2, 2, 1, 1) theo thudt toan Hakimi

Dinh (] Vg | V3 | Vg4 | Us | Vg
Béc 2021212111
N(Ul) = {UQ, ?,)3} 1 1 2 1 1
N(’U4) = {T}g, 03} 0 0 X 1 1
N(’U5) = {Us} X 0

Khi bang két thic, ta xay dung do thi twong (ing bang cach néi cac dinh v duoc chon vai céc
dinh cua tap hop N(v) twong ting va c6 do thi twong tmg, duoc biéu dién trong Hinh 4.

U2

U1

Hinh 4. Pé thi ¢ ddy bac d = (2, 2, 2, 2, 1, 1) theo thugt toan Hakimi

Céc tac gia cua [5] mé rong két qua nay theo cach twong tu, va ho tin tuéng rang thuat toan

sau cho ta tat ca cac dd thi c6 day bac cho trudc:
Pinh Ii 4 (Pinh li mg rgng Hakimi - Havel). Cho d = {d; ,d; ,...,d, }, 1a ddy bdc khéng giam, va j
1& mét dinh ¢ dinh (c6 thé lwa chon tiy ) . Gid it chiing ta cho truéc mét tap hop cdc dinh bj
cam khéng dwoc chon lam lang giéng cua j. Thi ton tai mér do thi ¢6 day bdc d trong dé j khéng
noi Vdi cdc dinh bi cam khi va chi khi ton tai mér do thi véi day bdc d trong dé j doc néi véi tat
ca cdc dinh bdc cao nhdt trong sé cdce dinh khéng bi cam.

Tuy nhién cé4c tac gia khéng hé ching minh thuat todn mo rong ciia minh c6 thé quét duoc
hét cac do thi ang véi ddy bac cho truéc. Thuat toan &p dung Dinh i 4 ¢6 thé xay dung mot db thi
sao cho tap lang giéng ciia mot dinh duoc xac dinh nhu mong mudn cua ta, nhung n6 kho cho ta
dugc hét cac do thi can tim (vi c6 thé tap lang giéng cua cac dinh khac khong xac dinh nhu mong
muébn dugc).

2. Noi dung nghién caru

2.1. Cac két qua chinh

Ta ki hiéu d thi gdm céc canh do6 thu duoc tir @b thi G bang cach doi mau cac canh boi mot
d6 thi H can bang cua n6 bai G(H) (Hinh 5). D& dang thay rang néu d6i mau cac canh ciia mot do
thi can bang thi bac cua cac dinh van duoc gitr nguyén.

Diéu nguoc lai cling ding:

Us Vs
Gy Ga
Jors 4
U1 X 1 4
v Vs
(%) 3 (25 3

Hinh 5, Tir do thi G, (tri), doi mau cdc canh ciia do thi cin bang H trong Hinh 3
ta thu dupe dothi G, = G(H) (phai)
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Pinh 1i 5. Cho truée do thi G, = (V,E; ). Pé thi G, = (V,E, ) ¢b cing mét day bdc nhw G, khi va
chi khi ton tai do thi khung can bang H trong do thi t& mau G+ sinh béi G sao cho do thi td mau
sinh béi G*= G+ (H).

Chizng minh. Hién nhién H 1a mot do thi can bang trong d6 thi t6 mau G+ sinh boi G, thi d6
thi G* (H) c6 béac cac dinh van nhu bac caa né trong G+. Khi d6 db thi G,= (V, E 2) tao bai cac
canh @6 trong G+ (H) cé cung mot day bac nhu G;.

Nguoc lai néu G, 1a d thi ¢ cing day bac dy, ds,...,d, nhu G; (d; 1a bac cua dinh i trong G,
va trong G,), ta s& chirng minh ton tai d6 thi can bang H sao cho G»= G~ (H). Thuc vy, t6 mau
cac canh cua G, mau dé va céac canh cia G, ma khong thugc G; mau xanh. Ki hiéu H 1a do thi
G: @ G,. Khi d6 dé thiy sé canh xanh va sb canh doé tai dinh i tly y caa H bang nhau, do cing
bang d; trir di sb canh chung cia G; va G, tai dinh i. Hién nhién 1a d6 thi G, chinh 1a d6 thi thu
dugc tir G, bang cach ddi mau céc canh cua H, va do d6 G+= G~ (H).

Tu Dinh 11 5, ta ¢6 hé qua hién nhién sau:

Hé qua 1. Sé do thi c6 cung day bdc nhw do thi G cho truéc 1a sé do thi khung can bang ciia do
th; t6 mau G~ sinh ra boi G.

Nhu véy, dé tao ra cac dd thi c6 cung ddy bac voi db thi G cho trude, ta can c6 phuong phap
xéc dinh duoc hét cac dd thi khung can bang ciia do thi t6 mau G+ sinh boi G. Nhu da luu ¥ 6 trén,
hop ctia mot s6 tiy ¥ cac hanh trinh dan xen khép kin 1a mot do thi can bang. Ta s& chang minh
rang diéu nguoc lai ciing ding.

Pinh i 6. Do thi H la do thi khung can bang ciia mét do thi td mau G+ sinh béi do thi G khi va chi
khi H 1& hop cia mét s6 ¢ > 1 cdc hanh trinh dan mau khép kin roi nhau trong dé thi t6 mau G-
sinh bai G.

Chitng minh. Mot chiéu caa Dinh 1i 1a hién nhién. Ta s& ching minh chiéu nguoc lai 1a néu H
1a db thi khung can bang cua do thi t6 mau G- thi H 1a hop cua mot sb ¢ > / cac hanh trinh dan
mau khép kin roi nhau trong G+ sinh béi G.

Gia sir H c6 t thanh phan lién théng C; ,...,C;. Xét mét thanh phan lién théng C; tly y cua H.
Ta s& chirng minh rang trong C; ton tai mot chu trinh Euler dan mau. Do C; khéng c6 dinh bac 1¢,
cho nén theo Binh i 1, ton tai trong C; chu trinh Euler. Trén mot chu trinh Euler, ta goi 16i 1a mot
vi tri cia mét dinh v ma canh di vao cung mau vai canh ra khoi v. Do ¢6 hitu han chu trinh Euler
trong C;, cho nén ton tai mot chu trinh Euler H; véi it 15i nhat.

Wj+1 Wj41

Hinh 6. Hanh trinh Euler khép kin H; va H’, sau khi sita 16i dinh v tai vi tri v; v,
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Bay gio ta ching minh rang H; khong c6 13i, tic 14 H; 1a chu trinh Euler dan mau. That vay,
gia sir nguoc lai 1a H, = (W, e, W,,€,,...,6, ;,W,,€,W,) cd Idi tai mot dinh v nao do, twong tng
vi tri w; trén H.

Khéng mat tong quat gia sir ca hai canh di vao va di ra khoi v & d6 1a e, va g cing mau do.
Do s6 canh xanh va canh d6 cta dinh v bang nhau, cho r]én tai vi tri khac caa v trén H;, chang han
tai wjo ca hai canh e;, -, e cing mau xanh. Khong mat tong quat gia sir j < jo, khi d6

Hio= (W, €, W,, 8. € 5, Wi € g Wy g, € e €y W, €50, Wiy, € gy Wi, €, W)

(xem Hinh 6) ciing 14 hanh trinh Euler khép kin nhung véi it 16i hon H; , tréi vai gia thiét H; 1a
hanh trinh Euler it 15i nhat trong C; . Vay H; 1 hanh trinh Euler khép kin dan mau trong C;. Hién
nhién 1a H 1a hop cac H; va cac hanh trinh H; (i = 7, 2, ..., £) nay rdi nhau, do chiing thudc vé cac
thanh phan lién théng C; khac nhau.

2.2. Thuat toan

_ binh i 5 va binh Ii 6 cho ta mot thuat toan xac dinh cac do thi khung can bang ciing nhu céc
d6 thi c6 cung day bac véi do thi G cho trude nhu Thugt toan sau:

(i) Xac dinh mot hanh trinh dan mau khép kin bat dau tir dinh 6 chi s6 thap nhat trong d6 thi
t6 mau G+ sinh ra bagi G.

(ii) Quay lai budc 1 thuc hién véi d6 thi t6 mau thu dugc tir @b thi cho truée khi bé di hanh
trinh dan mau khép kin (cung cac dinh cua nd) vira thu duoc.

(iii) Két thuc khi khong con dinh nao nita. Ta thu duoc mot do thi khung can bang duoc tao
boi cac hanh trinh dan mau khép kin nay.

(iv) D6i mau tit ca céc canh cua db thi khung can bang thu dugc, ta s& c¢6 db thi c6 cung day
bac vai do thi G.

Binh Ii 5 cho thay thuat todn nay qua that cho ta tat ca cac dd thi can tim. Binh 1i 6 cho ta biét
cach xay dung cac d6 thi khung can bang nay bang cac duong mot nét khép kin dan mau. Ta co
thé thém diéu kién dan mau (canh chon tiép theo khac mau canh vira chon ngay truéc nd) vao cac
thuat toan quen thudc (c6 do phic tap thap, chang han d6 phuc tap tuyén tinh nhu cua Carl
Hierholzer [7]) dé xay dung cac hanh trinh khép kin dan mau. Mot cach duyét don gian Ia dung
ciy phan nhanh dé theo d&i cac budc lya chon cac canh thém vao hanh trinh cho téi khi né tro
thanh hanh trinh khép kin don mau. Mot nghién cau tiép theo s& hoan thién thuat toan nay trong
tuong lai.

Ta mo ta thuat toan qua mot vi du. Chon day bac d = (2,2,2,1,1), ta c6 mot do thi G thoa man
noé la do thi duong di G = (v4 ,V2 V1 ,V3,Vs), thu dugc nho thuc hién thuat toan Hakimi-Havel
(xem Bang 2).

Bdng 2. Xay duwng do thi c6 day bdc d = (2, 2, 2, 1, 1) theo thudt toan Hakimi

Pinh U1 Vg | V3 | V4 | Us
Biac 21221 1
N(Ul) = {Ug,vg} X 1 1 1 1
N('U3) = {'U4} | X 0 1
N(vz) = {vs} x 0
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D6 thi td mau G+ sinh boi G duoc biéu dién trong Hinh 7.

’U4 V5

o %y\é\yy

1 ’ Q

Hinh 7. Tdt cd 7 do thi c6 clng day bgc d = (2, 2, 2, 1, 1)

Db thi khung can bang tam thuong G=(V, @) cho ta lai 6 thi G. Con c6 tat ca 6 dd thi khung
can bang khong tam thuong cua d6 thi t6 mau G+ sinh bai G (xem Hinh 8).

Uy vr; on vj vy Us vy ﬂua v4 U

...................... [ ]
A (hd A Va® ﬂ/

)3 U9 /U-; UQ\

[] [ ] y
(5] m ” (] m m
Hy1,Hi2 Hojp, Hoo Hsq Hyq Hs1,Hso Hg1,Hgp

Hinh 8. Cac hanh trinh dan mau khép kin

Céc db thi khung can bing khong tam thuong dugc sinh ra boi cac hanh trinh dan mau khép
kin sau:
(i) Hu1=(Vs,V2,V3,Vs,V5) VA Hio = (v4). B thi thu duoc tir nd 1a G,.
(i) Ha1= (Vs V2 V4 V3 Vs ) VA Hay = (v4). DO thi thu dugc tir nd 12 G,.
(iii) Hgzq = (V5 ,V2 ,V3,V1 V4 V3 ,V5 ) hoac Hyy = (Vs V2 V3 V4 V1 V3 ,Vs).
D6 thi thu dugc tir nd Ia G,
(iv) Ha1 = (V4 ,V3,V2 V1 V5,V V) hOAC Hyy = (Va4 V3 V2 V5 V1 Vo Vg ).
Do thi thu duoc tir nd 1 G,
(v) Hsi=(Vs,V2,V3,V1 ,Vs) VA Hs, = (v4). P thi thu duoc tir nd 13 Ge.

(Vl) H 6,1 — (V4 V3 ,Vo Vg ,V4) vaH 62 — (V5 ) D()\) thl thu dlIQ’C trno la Gs.

3. Kétluan

Bai b4o nay nghién ctru van d& xay dung tat ca cac d6 thi c6 ddy béac cho truéc. Véan dé nay
dugc nghién ctu tir 14u, nhung cho dén nay van chua duoc giai quyét triét dé. Két qua chinh cua
bai béo 1a chi ra mdi db thi cung ddy bac voi do thi G cho trude tng véi mot do thi khung can
bang trong dd thi t6 mau G+ sinh béi G. Bai bao dua ra mot giai thuat dua trén viéc d6i mau cho
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cac canh cua cac do thi khung can bang (xac dinh duoc boi cac hanh trinh dan mau khép kin) va
ching minh giai thuat cho ta tat ca cac do thi c6 day bac cho trudc.
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ABSTRACT

Using Eulerian cycles construct all graphs with given degree sequence

Vu Dinh Hoa
Faculty of Information Technology, Hanoi National University of Education

A fundamental longstvasting problem of graph theory is to find all graphs whose order is a

given sequence of natural numbers. This problem is not only a fundamental theoretical problem,
but also a problem that applies in science va practice. The main result of this article is an
algorithm based on the concept of balance graphs (which can be constructed using colored Euler
cycles) to construct all graphs having a given degree sequence.

Keywords: Graph, Euler cycles, degrees of vertices.
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