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Tóm tắt. Một vấn đề cơ bản của lí thuyết đồ thị đã tồn tại từ lâu là tìm tất cả các đồ thị có dãy 

bậc là một dãy số tự nhiên cho trước. Vấn đề này không chỉ là lí thuyết cơ bản mà còn có ứng 

dụng trong khoa học và thực tế. Kết quả chính trong bài báo này là một thuật toán dựa trên 

khái niệm đồ thị cân bằng (có thể xây dựng được nhờ các chu trình Euler đan màu) để xác 

định tất cả đồ thị có dãy bậc cho trước. 

Từ khóa: Đồ thị đơn, chu trình Euler, bậc của đỉnh. 

1.   Mở đầu 

Bài báo này chỉ khảo sát đồ thị đơn vô hướng. Các khái niệm cơ sở có thể tham khảo từ nhiều 

nguồn tài liệu khác nhau như trong tài liệu [1]. 

Một dãy số tự nhiên d = (d1 ,...,dn) được gọi là dãy bậc nếu tồn tại một đồ thị đơn vô hướng n 

đỉnh để bậc của đỉnh i là di . Một vấn đề cơ bản của lí thuyết đồ thị đã tồn tại từ lâu là tìm tất cả 

các đồ thị có dãy bậc là một dãy số tự nhiên cho trước. Vấn đề này không chỉ là lí thuyết cơ bản 

mà còn có ý nghĩa thực tế [2, 3]. 

 
Hình 1. Hệ thống mạng cung cấp thực phẩm Chesapeake Bay [2] 

Đã có nhiều nhà khoa học đề cập tới nó, như Havel [4], Erdös và Gallai [5], Hakimi và Havel [4], 

Zoltán [6], Hyunju Kima, Zoltán Toroczkai, István Miklós, Péter L. Erdos, László A. Székely 

trong [5], M. Mihail- N. Vishnoi [3], Jonathan McLaughlin [4]. Tuy nhiên, cho đến nay, vấn đề 

này vẫn chưa được giải quyết triệt để. Havel [4], Erdös và Gallai [4], Hakimi và Havel [4] mới chỉ 
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xác định được khi nào một dãy số tự nhiên là dãy bậc của một đồ thị. Các nỗ lực khác của Zoltán [6], 

Hyunju Kima, Zoltán Toroczkai, István Miklós, Péter L. Erdos, László A. Székely trong [5], M. 

Mihail- N. Vishnoi [3], Jonathan McLaughlin [4] cũng không rõ ràng vì họ không đưa ra chứng 

minh thuật toán của họ có thể cho ta tất cả các đồ thị cần tìm. Các chương trình được cài đặt theo 

các thuật toán của họ cũng chỉ đưa ra được một trong các đồ thị đó. Trong bài báo này, thuật toán 

sau đây giải quyết các vấn đề còn tồn tại dựa trên đường một nét Euler đan màu khép kín và ta 

cũng sẽ chứng minh rằng thuật toán này xác định được tất cả đồ thị có dãy bậc cho trước. 

Cho trước một đồ thị G = (V, E) mà V là tập đỉnh, E là tập cạnh. Ta kí hiệu uv là cạnh nối 2 

đỉnh u và v. Một đồ thị con G0 của G với cùng tập đỉnh V được gọi là đồ thị khung. Một đồ thị 

khung tầm thường của đồ thị G = (V, E) là đồ thị không có cạnh G = (V,∅). Đồ thị bù của 

đồ thị G = (V, E) được kí hiệu là G   = (V, E ). Ta định nghĩa một số phép toán hợp, giao và trừ 

với các đồ thị như sau: Với G1 = (V1, E1) và G2 = (V2, E2) thì G1 ∪ G2 là đồ thị G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2). 

Đặc biệt khi V1 = V2 = V thì ta kí hiệu G1 ∩ G2 là đồ thị G = (V, E1 ∩ E2) và G1 ⊕ G2 là đồ thị 

G = (V,E1 ⊕E2 ), ở đây A ⊕ B := (A ∪ B) − (A ∩ B) (xem minh họa ở Hình 2). 

 

 

Hình 2. Các đồ thị G1 ∪ G2 , G1 ∩ G2 và G1 ⊕ G2 của hai đồ thị G1 và G2 

 

Một hành trình H = (u1 ,e1 ,u2 ,...,uk ,ek, uk+1) là một dãy các đỉnh ui sao cho cạnh ei = uiui+1 , 

ở đó ei   ej, ∀i   j. Nếu không xảy ra hiểu nhầm (chẳng hạn trong đồ thị đơn), ta có thể kí 

hiệu H = (u1 ,u2 ,...uk ,uk+1) thông qua liệt kê các đỉnh của đồ thị nằm trên H. Hai hành trình được 

gọi là rời nhau nếu chúng không có đỉnh chung. Khi H chứa tất cả các cạnh của đồ thị, ta gọi H là 

hành trình Euler. Bài toán quen thuộc vẽ hình một chiếc phong bì thư một nét chính là bài toán 

chỉ ra một hành trình Euler của đồ thị biểu diễn phong bì. Khi u1 = uk+1 thì H được gọi là hành 

trình khép kín. Hành trình Euler khép kín còn được gọi là chu trình Euler. 

Vấn đề xác định hành trình Euler khép kín đã được giải quyết trọn vẹn. Thuật toán của Carl 

Hierholzer [7] cho ta cách tìm một chu trình Euler trong thời gian tuyến tính. Euler đã đưa ra mà 

không chứng minh Định lí sau (đã được nhiều người chứng minh lại): 

Định lí 1 (Euler, Định lí 1.8.1 trong [1]). Một đồ thị liên thông có chu trình Euler khi và chỉ khi 

bậc của đỉnh tùy ý của nó là chẵn. 

Nếu các cạnh của đồ thị được tô màu hai màu xanh đỏ thì cạnh đỏ được hiển thị bằng các nét 

liền, cạnh xanh hiển thị bằng các nét đứt (như trong Hình 3). Số cạnh màu đỏ (xanh) xuất phát từ 

một đỉnh v được gọi là bậc đỏ (bậc xanh) của v. Đồ thị có các cạnh được tô hai màu mà đỉnh tùy ý 

của nó có số cạnh xanh bằng số cạnh đỏ được gọi là đồ thị cân bằng (ví dụ đồ thị H trong Hình 3). 

Cho trước đồ thị G, ta tô màu các cạnh của G trong đồ thị G ∪ G  bởi màu đỏ và các cạnh của G  

bởi màu xanh, và gọi đồ thị đầy đủ thu được là đồ thị tô màu sinh bởi G mà ta kí hiệu nó bởi G∗ 

(ví dụ đồ thị G∗ trong Hình 7). 
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Hình 3. Một hành trình Euler khép kín đan màu H = (v1 ,v2 ,v3 ,v4 ,v2 ,v5 ,v1 ) 

 

Một hành trình được gọi là hành trình đan màu nếu nó không có hai cạnh liên tiếp cùng màu. 

Một hành trình khép kín đan màu là hành trình đan màu và không chỉ các cạnh liên tiếp phải khác 

màu nhau mà cả cạnh xuất phát và cạnh kết thúc của hành trình cũng khác màu nhau (như hành 

trình Euler H trong Hình 3). Một đỉnh có thể coi là một hành trình khép kín đan màu tầm thường. 

Dễ thấy là hợp của một số hành trình khép kín đan màu hiển nhiên là một đồ thị cân bằng. Ta có 

thể thêm điều kiện đan màu (cạnh chọn tiếp theo khác màu cạnh vừa chọn ngay trước nó) vào các 

thuật toán quen thuộc để xây dựng hành trình khép kín đan màu. 

Erdös và Gallai đã đưa ra một điều kiện cần và đủ để một dãy số tự nhiên là dãy bậc của một 

đồ thị đơn như sau: 

Định lí 2 (Erdös-Gallai). Cho d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn > 0 là các số nguyên. Các số này là dãy bậc của 

một đồ thị đơn khi và chỉ khi 

 

(i) d1 + ... + dn là số chẵn. 

(ii) Cho mọi k = 1,...,n − 1 ta có 
1 1

( 1) { , }.
k n

i i

i i k

d k k min k d
  

     

Định lí 2 chỉ ra một tiêu chuẩn thuần túy toán về điều kiện cần và đủ để một dãy số là dãy 

bậc của đồ thị. Nó không cho ta biết cách xây dựng đồ thị tương ứng như thế nào. Một cách cụ thể 

hơn, gần gũi hơn với thuật toán là kết quả sau của Hakimi và Havel [4]: 

Định lí 3 (Hakimi-Havel). Dãy số tự nhiên d1 ≥ ... ≥ dn > 0 (n ≥ 3) là dãy bậc khi và chỉ khi dãy 

số d2 − 1,...,dd1 +1 − 1,dd1+2  ,...,dn cũng là dãy bậc.  

Định lí 3 cho ta một thuật toán đệ qui xác định một dãy số tự nhiên cho trước có phải là một 

dãy bậc hay không, đồng thời nó cũng cho ta cách xây dựng một đồ thị tương ứng với dãy bậc này. 

Tuy nhiên đồ thị thu được là một đồ thị hết sức đặc biệt, trong đó đỉnh có bậc cao nhất kề với tất 

cả các đỉnh có bậc cao tiếp theo. 

Thuật toán Hakimi-Havel được áp dụng như sau: Trong mỗi bước ta chọn đỉnh v có bậc cao 

nhất trong số các đỉnh còn lại và giảm bậc d(v) đỉnh có bậc cao nhất và kí hiệu tập đỉnh này là 

N(v). Khi bậc của tất cả các đỉnh về toàn giá trị 0, ta xây dựng lại đồ thị theo qui tắc nối các đỉnh v 

được chọn với các đỉnh của tập N(v). Chẳng hạn với dãy bậc 2, 2, 2, 2, 1, 1 ta sẽ xây dựng đồ thị 6 

đỉnh (Bảng 1). Trong Bảng 1, từ hàng thứ 3 trở đi, cột đầu tiên chứa thông tin về đỉnh v được chọn 

và tập đỉnh N(v) các đỉnh nó sẽ nối tới. 

 

 



Sử dụng chu trình Euler xây dựng tất cả các đồ thị có dãy bậc cho trước 

77 

 

Bảng 1. Xây dựng đồ thị có dãy bậc d = (2, 2, 2, 2, 1, 1) theo thuật toán Hakimi 

 
Khi bảng kết thúc, ta xây dựng đồ thị tương ứng bằng cách nối các đỉnh v được chọn với các 

đỉnh của tập hợp N(v) tương ứng và có đồ thị tương ứng, được biểu diễn trong Hình 4. 

 
Hình 4. Đồ thị có dãy bậc d = (2, 2, 2, 2, 1, 1) theo thuật toán Hakimi 

Các tác giả của [5] mở rộng kết quả này theo cách tương tự, và họ tin tưởng rằng thuật toán 

sau cho ta tất cả các đồ thị có dãy bậc cho trước: 

Định lí 4 (Định lí mở rộng Hakimi - Havel). Cho d = {d1 ,d2 ,...,dn }, là dãy bậc không giảm, và j 

là một đỉnh cố định (có thể lựa chọn tùy ý) . Giả sử chúng ta cho trước một tập hợp các đỉnh bị 

cấm không được chọn làm láng giềng của j. Thì tồn tại một đồ thị có dãy bậc d trong đó j không 

nối với các đỉnh bị cấm khi và chỉ khi tồn tại một đồ thị với dãy bậc d trong đó j được nối với tất 

cả các đỉnh bậc cao nhất trong số các đỉnh không bị cấm. 

Tuy nhiên các tác giả không hề chứng minh thuật toán mở rộng của mình có thể quét được 

hết các đồ thị ứng với dãy bậc cho trước. Thuật toán áp dụng Định lí 4 có thể xây dựng một đồ thị 

sao cho tập láng giềng của một đỉnh được xác định như mong muốn của ta, nhưng nó khó cho ta 

được hết các đồ thị cần tìm (vì có thể tập láng giềng của các đỉnh khác không xác định như mong 

muốn được). 

2.   Nội dung nghiên cứu 

2.1. Các kết quả chính 

Ta kí hiệu đồ thị gồm các cạnh đỏ thu được từ đồ thị G bằng cách đổi màu các cạnh bởi một 

đồ thị H cân bằng của nó bởi G(H) (Hình 5). Dễ dàng thấy rằng nếu đổi màu các cạnh của một đồ 

thị cân bằng thì bậc của các đỉnh vẫn được giữ nguyên. 

Điều ngược lại cũng đúng: 

 
Hình 5. Từ đồ thị G1 (trái), đổi màu các cạnh của đồ thị cân bằng H trong Hình 3  

ta thu được đồ thị G2 = G(H) (phải) 
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Định lí 5. Cho trước đồ thị G1 = (V,E1 ). Đồ thị G2 = (V,E2 ) có cùng một dãy bậc như G1 khi và 

chỉ khi tồn tại đồ thị khung cân bằng H trong đồ thị tô màu G∗
1 sinh bởi G1 sao cho đồ thị tô màu 

sinh bởi G∗
2= G∗

1(H). 

Chứng minh. Hiển nhiên H là một đồ thị cân bằng trong đồ thị tô màu G∗
1 sinh bởi G1 thì đồ 

thị G∗
1 (H) có bậc các đỉnh vẫn như bậc của nó trong G∗

1. Khi đó đồ thị G2= (V, E 2) tạo bởi các 

cạnh đỏ trong G∗
1 (H) có cùng một dãy bậc như G1. 

Ngược lại nếu G2 là đồ thị có cùng dãy bậc d1, d2,...,dn như G1 (di là bậc của đỉnh i trong G1 

và trong G2), ta sẽ chứng minh tồn tại đồ thị cân bằng H sao cho G∗
2= G∗

1(H). Thực vậy, tô màu 

các cạnh của G1 màu đỏ và các cạnh của G2 mà không thuộc G1 màu xanh. Kí hiệu H là đồ thị 

G1 ⊕ G2. Khi đó dễ thấy số cạnh xanh và số cạnh đỏ tại đỉnh i tùy ý của H bằng nhau, do cùng 

bằng di trừ đi số cạnh chung của G1 và G2 tại đỉnh i. Hiển nhiên là đồ thị G2 chính là đồ thị thu 

được từ G1 bằng cách đổi màu các cạnh của H, và do đó G∗
2= G∗

1(H). 

Từ Định lí 5, ta có hệ quả hiển nhiên sau: 

Hệ quả 1. Số đồ thị có cùng dãy bậc như đồ thị G cho trước là số đồ thị khung cân bằng của đồ 

thị tô màu G∗ sinh ra bởi G. 

Như vậy, để tạo ra các đồ thị có cùng dãy bậc với đồ thị G cho trước, ta cần có phương pháp 

xác định được hết các đồ thị khung cân bằng của đồ thị tô màu G∗ sinh bởi G. Như đã lưu ý ở trên, 

hợp của một số tùy ý các hành trình đan xen khép kín là một đồ thị cân bằng. Ta sẽ chứng minh 

rằng điều ngược lại cũng đúng. 

Định lí 6. Đồ thị H là đồ thị khung cân bằng của một đồ thị tô màu G∗ sinh bởi đồ thị G khi và chỉ 

khi H là hợp của một số t ≥ 1 các hành trình đan màu khép kín rời nhau trong đồ thị tô màu G∗ 

sinh bởi G. 

Chứng minh. Một chiều của Định lí là hiển nhiên. Ta sẽ chứng minh chiều ngược lại là nếu H 

là đồ thị khung cân bằng của đồ thị tô màu G∗ thì H là hợp của một số t ≥ 1 các hành trình đan 

màu khép kín rời nhau trong G∗ sinh bởi G. 

Giả sử H có t thành phần liên thông C1 ,...,Ct . Xét một thành phần liên thông Ci tùy ý của H. 

Ta sẽ chứng minh rằng trong Ci tồn tại một chu trình Euler đan màu. Do Ci không có đỉnh bậc lẻ, 

cho nên theo Định lí 1, tồn tại trong Ci chu trình Euler. Trên một chu trình Euler, ta gọi lỗi là một 

vị trí của một đỉnh v mà cạnh đi vào cùng màu với cạnh ra khỏi v. Do có hữu hạn chu trình Euler 

trong Ci, cho nên tồn tại một chu trình Euler Hi với ít lỗi nhất. 

 
Hình 6. Hành trình Euler khép kín Hi và H’I sau khỉ sửa lỗi đỉnh v tại vị trí vj ,v’j  
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Bây giờ ta chứng minh rằng Hi không có lỗi, tức là Hi là chu trình Euler đan màu. Thật vậy, 

giả sử ngược lại là 
1 1 2 2 1 1( , , , , , , , , )i k k kH w e w e e w e w   có lỗi tại một đỉnh v nào đó, tương ứng 

vị trí wj trên Hi. 

Không mất tổng quát giả sử cả hai cạnh đi vào và đi ra khỏi v ở đó là ej−1 và ej cùng màu đỏ. 

Do số cạnh xanh và cạnh đỏ của đỉnh v bằng nhau, cho nên tại vị trí khác của v trên Hi, chẳng hạn 

tại wj0 cả hai cạnh ej0 −1 ,e0j cùng màu xanh. Không mất tổng quát giả sử j < j0, khi đó 

1 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , )i j j j j j j j j j k k kH w e w e e w e w e e w e w e w e w             
 

(xem Hình 6) cũng là hành trình Euler khép kín nhưng với ít lỗi hơn Hi , trái với giả thiết Hi là 

hành trình Euler ít lỗi nhất trong Ci . Vậy Hi là hành trình Euler khép kín đan màu trong Ci. Hiển 

nhiên là H là hợp các Hi và các hành trình Hi (i = 1, 2, …, t) này rời nhau, do chúng thuộc về các 

thành phân liên thông Ci khác nhau. 

2.2. Thuật toán 

Định lí 5 và Định lí 6 cho ta một thuật toán xác định các đồ thị khung cân bằng cũng như các 

đồ thị có cùng dãy bậc với đồ thị G cho trước như Thuật toán sau: 

 (i) Xác định một hành trình đan màu khép kín bắt đầu từ đỉnh có chỉ số thấp nhất trong đồ thị 

tô màu G∗ sinh ra bởi G. 

(ii) Quay lại bước 1 thực hiện với đồ thị tô màu thu được từ đồ thị cho trước khi bỏ đi hành 

trình đan màu khép kín (cùng các đỉnh của nó) vừa thu được. 

(iii) Kết thúc khi không còn đỉnh nào nữa. Ta thu được một đồ thị khung cân bằng được tạo 

bởi các hành trình đan màu khép kín này. 

(iv) Đổi màu tất cả các cạnh của đồ thị khung cân bằng thu được, ta sẽ có đồ thị có cùng dãy 

bậc với đồ thị G. 

Định lí 5 cho thấy thuật toán này quả thật cho ta tất cả các đồ thị cần tìm. Định lí 6 cho ta biết 

cách xây dựng các đồ thị khung cân bằng này bằng các đường một nét khép kín đan màu. Ta có 

thể thêm điều kiện đan màu (cạnh chọn tiếp theo khác màu cạnh vừa chọn ngay trước nó) vào các 

thuật toán quen thuộc (có độ phức tạp thấp, chẳng hạn độ phức tạp tuyến tính như của Carl 

Hierholzer [7]) để xây dựng các hành trình khép kín đan màu. Một cách duyệt đơn giản là dùng 

cây phân nhánh để theo dõi các bước lựa chọn các cạnh thêm vào hành trình cho tới khi nó trở 

thành hành trình khép kín đơn màu. Một nghiên cứu tiếp theo sẽ hoàn thiện thuật toán này trong 

tương lai. 

Ta mô tả thuật toán qua một ví dụ. Chọn dãy bậc d = (2,2,2,1,1), ta có một đồ thị G thỏa mãn 

nó là đồ thị đường đi G = (v4 ,v2 ,v1 ,v3 ,v5), thu được nhờ thực hiện thuật toán Hakimi-Havel 

(xem Bảng 2).  

Bảng 2. Xây dựng đồ thị có dãy bậc d = (2, 2, 2, 1, 1) theo thuật toán Hakimi 
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Đồ thị tô màu G∗ sinh bởi G được biểu diễn trong Hình 7.  

 
Hình 7. Tất cả 7 đồ thị có cùng dãy bậc d = (2, 2, 2, 1, 1) 

 

Đồ thị khung cân bằng tầm thường G=(V,∅) cho ta lại đồ thị G. Còn có tất cả 6 đồ thị khung 

cân bằng không tầm thường của đồ thị tô màu G∗ sinh bởi G (xem Hình 8).  

 
Hình 8. Các hành trình đan màu khép kín 

 

Các đồ thị khung cân bằng không tầm thường được sinh ra bởi các hành trình đan màu khép 

kín sau: 

(i)    H1,1 = (v5 ,v2 ,v3 ,v4 ,v5 ) và H1,2 = (v1). Đồ thị thu được từ nó là G1. 

(ii)   H2,1 = (v5 ,v2 ,v4 ,v3 ,v5 ) và H2,1 = (v1). Đồ thị thu được từ nó là G2. 

(iii)  H 3,1 = (v5 ,v2 ,v3 ,v1 ,v4 ,v3 ,v5 ) hoặc H3,1 = (v5 ,v2 ,v3 ,v4 ,v1 ,v3 ,v5).  

        Đồ thị thu được từ nó là G3. 

(iv)  H4,1 = (v4 ,v3 ,v2 ,v1 ,v5 ,v2 ,v4) hoặc H4,1 = (v4 ,v3 ,v2 ,v5 ,v1 ,v2 ,v4 ). 

        Đồ thị thu được từ nó là G4. 

(v)   H 5,1 = (v5 ,v2 ,v3 ,v1 ,v5) và H5,2 = (v4). Đồ thị thu được từ nó là G5. 

(vi)  H 6,1 = (v4 ,v3 ,v2 ,v1 ,v4) và H 6,2 = (v5 ). Đồ thị thu được từ nó là G6. 

3.   Kết luận 

Bài báo này nghiên cứu vấn đề xây dựng tất cả các đồ thị có dãy bậc cho trước. Vấn đề này 

được nghiên cứu từ lâu, nhưng cho đến nay vẫn chưa được giải quyết triệt để. Kết quả chính của 

bài báo là chỉ ra mỗi đồ thị cùng dãy bậc với đồ thị G cho trước ứng với một đồ thị khung cân 

bằng trong đồ thị tô màu G∗ sinh bởi G. Bài báo đưa ra một giải thuật dựa trên việc đổi màu cho 
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các cạnh của các đồ thị khung cân bằng (xác định được bởi các hành trình đan màu khép kín) và 

chứng minh giải thuật cho ta tất cả các đồ thị có dãy bậc cho trước. 
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ABSTRACT 

 

Using Eulerian cycles construct all graphs with given degree sequence 

Vu Dinh Hoa 

Faculty of Information Technology, Hanoi National University of Education 

A fundamental longstvasting problem of graph theory is to find all graphs whose order is a 

given sequence of natural numbers. This problem is not only a fundamental theoretical problem, 

but also a problem that applies in science và practice. The main result of this article is an 

algorithm based on the concept of balance graphs (which can be constructed using colored Euler 

cycles) to construct all graphs having a given degree sequence. 
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