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DAY HQC KHAI NIEM TiCH PHAN O TRUONG PHO THONG
TU QUAN PIEM LIEN MON TOAN - VAT LI:
MOT GIAI PHAP GIUP VUQT QUA NHUNG BAT CAP
PAT RA BOI CAC CACH TIEP CAN TRUYEN THONG

Lé Thi Hoai Chau va Ng6é Minh Brc
Khoa Toan — Tin hoc, Truong Pai hoc S pham Thanh phé Hé Chi Minh

Toém tit. Nghién ciu cua ching t6i duge dat trong bdi canh ma cac dinh huéng day hoc
tich hop, lién mon dwoc huong ng, vi lgi ich cua né dbi vai muc tiéu gidp hoc sinh hiéu va
str dung tri thirc toan vao nhirng van dé cua thyc té va cac khoa hoc. Trudc hét, ching toi
lam rd nhitng diém bat cap cua hai cach tiép can truyén théng trong viéc trinh bay khai
niém tich phan ¢ bac phé thdng. Phan tich caa ching toi cho thay sy can thiét cua viéc gidi
thiéu khai niém nay theo gi¢i han cua tong Riemann. Thé nhung, n6 ciing chi ra rang néu
chi gén céch gigi thiéu ay vai ngit canh hinh hoc thi chua di. Nham dem lai nhiéu loi ich
nhat cho viéc hiéu khai niém va giai thich dwoc cac wng dung cua tich phan trong ngit canh
ngodi todn hoc, chung t6i dé& xuat mot cach tiép can lién mon Toan — Vat Ii. Céch tiép can
nay cho phép vuot qua nhitng bat cap da chi ra trong day hoc khai niém tich phan.

Tir khéa: Tich phan, gigi han tong Riemann, lién mon.

1. Mé dau

Trong day hoc toan, du bugc chuyén tir S6 hoc vao Pai s6 ¢6 1am nay sinh nhiéu sai lam
cua hoc sinh (HS), thi nhiing sai 1am 4y ciing chi lién quan dén su khéai quét hod, con ban chat
hitu han va roi rac caa déi tugng van khong thay doi, va do d6 phuong phéap nghién ctru khdng
cé su khac biét. Nhung budc chuyén tir Dai s6 vao Giai tich lai hoan toan khac. Giai tich nghién
ctru céc dai lugng, cac qua trinh vo han, bién thién lién tuc, va phai sir dung nhimg phuong phéap
khéc han voi Dai sb, bang ki thuat xap xi, dong khung (chan trén, chin dudi). Nhiéu nghién ciu
cho thay nhiing khai niém co ban cua Giai tich (nhu giéi han, dao ham, tich phan) va ki thuat
xap xi rat khé hiéu khéng chi vai HS phé thdng ma con ca véi sinh vién dai hoc.

Mic du vay céc phép toan lay giéi han, tinh dao ham, tich phan lai c6 thé dwgc thuc hién theo
nhitng quy trinh dai s6 ma khéng bt buoc phai hiéu khai niém mot cach day da. V& diém nay,
Doorman va Van Maanen (2008) nhan dinh: “Gidi tich 1& mét trong nhiing chui dé toan hoc ma
thao tac thugt todn trén céc ki hiéu ludn dé dang hon viéc hiéu thau ban chat khai niem” [1; tr. 4].

Chinh hai ghi nhan trén da dan dén mot xu hudng khéa phd bién trong day hoc Giai tich o
bac phé théng — xu huéng dai s6 hoa Giai tich. Theo xu hudng nay, nguoi ta bo qua yéu cau
hiéu khai niém, chi tip trung vao céc tinh toan dai s6 (voi nhitng quy tic nhu kiéu dao ham cua
tong, hiéu, tich, thwong va ctia ham hop), nhim muc dich tranh cho HS phai dwong dau voéi
nhirmg kho khan ctia phuong phap giai tich.
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Tuy nhién, xu huéng day hoc nay Vap phai sy phé phan cua nhiéu nha toan hoc. Ho cho
rang day khong phai la day hoc Giai tich. Ay 1a chua noéi kiéu day hoc nay con dan HS dén viéc
thao tac trén cac doi twong v han nhu voi cac doi twong hitu han cua Pai s6, tir d6 pham phai
nhiéu sai lam.

Vay giai phap nao cd thé giap vuot qua nhitng van dé dat ra? Trong phan dudi chdng toi s&
dé xuat mot cu tra 10i cho truong hop khéi niém tich phan.

2. Noi dung nghién ciru

2.1. Hai cach dinh nghia khai niém tich phin theo truyén théng va nhirng van dé
datra

Trinh bay khéi niém tich phan nhu thé nao 1a mot cau hoi khong dé tra 1oi, boi 1& day l1a
mot khai niém c6 nhiéu cach hiéu ma thoat nhin thi rat khac nhau. Theo truyén thong, nguoi ta
tiép can khai niém nay bang mot trong hai cach: qua nguyén ham hoic qua gii han cua téng
Riemann. Mai céch tiép can déu c6 nhiing hé luy cua nd.

2.1.1. Pinh nghia khai niém tich phan qua nguyén ham

Theo xu hudng dai s6 hod giai tich, cac sach gido khoa (SGK) Giai tich 16p 12 sir dung tir
niam 2000 dén nay ¢ Viét Nam dwa vao khai niém tich phan theo cach tiép can thu nhat. Li do
giai thich cho su lya chon nay 1a vi cch tiép can tha hai rat khd hiéu déi véi HS phé théng
(tham chi nhiéu nha nghién ctru nhu Orton (1983) [2] va Jones (2015b) [3]) con chi ra ngay ca
sinh vién dai hoc ciing gip kho khin trong viéc hiéu khai niém tich phan theo giéi han cua téng
Riemann).

Dinh nghia tich phan qua nguyén ham lam cho viéc tinh tich phan dugc dua vé mot quy
trinh dé hiéu 1a dao nguoc phép lay dao ham, thé hai can rdi trir chung cho nhau. N6 tranh duoc
nhitng kho khin khi phai lam viéc véi dai luong vo han va bién thién lién tuc. Hon thé, n6 con
cho thay ngay méi quan hé dao nguoc gitra hai phép tinh co ban cua Giai tich.

Thé nhung, cting véi nhiing loi thé trén, cach tiép can nay Iam ndy sinh hai van dé:

- Thir nhat, nhu da noi trén, nd danh mit dic trung cia Giai tich ndi chung, ban chat cua
khéi niém tich phan noi riéng. Ngudi hoc c6 thé thanh thao trong tinh toén va giai mot s bai
toan theo quy trinh c6 san, nhung chua hén 1a d3 hiéu khai niém. Zandieh (2000) [4] di dua ra
thuat ngir ““gia khai ni¢m” daé chi hi¢n tugng nay. Con theo cach ndi cua Tall (1993) [5] thi viec
ha thap céach hiéu khai niém xudng thanh cac ki thuét tinh toan dai s6 1a mot sy danh trao van dé
trong day hoc Giai tich.

- Thir hai, n6 s& khién nguoi hoc khéng nhan ra dugc nhitng tng dung da dang cua tich
phén trong cac linh vuc ngoai todn hoc ma ¢ dé quan hé gitra tich phan vai dao ham khong tac
dong. Vé diém tha hai ndy chang toi s& 1am rd & phan 2.2.

2.1.2. Pinh nghia tich phin theo giéi han ciia tong Riemann véi bai toan tinh dién tich

Céc gi4o trinh & truong dai hoc, tham chi nhiéu SGK phd théng & nuéc ngoai lai chon cach
tiép can tich phan qua téng Riemann trong ngir canh tinh dién tich hinh thang cong. Céch tiép
can nay hoan toan tach biét khoi khai niém dao ham. Mdi quan hé gitra tich phan véi dao ham s&
duoc gioi thiéu sau d6 thong qua dinh li co ban cua Giai tich. Nhu vay, véi mong mudn gitr lai
cac ki thuat cua giai tich va lam cho HS hiéu ban chét cua khai niém, nguoi ta van dit nguoi hoc
trugc nhimng khé khan. Nhung cu thé thi thé nao 1a hiéu ban chat cia khai niém va kho khin d6
lagi?

Khi phén tich sdu hon thugc tinh cia mot khai niém, Sfard (1991) dua ra khung qua trinh —
doi twong dé néi vé ban chat kép cua cac khai niém toan hoc [6]. Tac gia cho riang ngudi hoc
trugc hét phai thong qua hoat dong dé nam dugc qué trinh ma khai niém 1a két qua. Qua trinh
nay sau d6 méi ¢ thé duogc triru twong hoa va két tinh lai trong ban than khai niém dang ban
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dén. Ma mdi khéi niém toan hoc lai c6 thé gan véi nhitng hoat dong khac nhau, véi nhitng biéu
dién khac nhau va trong nhitng ngir canh hay pham vi khac nhau. Nhu vay, viéc hiéu, ciing nhu
viéc day hoc mot khai niém phai duoc hinh thanh qua nhiing 16p quéa trinh — déi trong khéc
nhau, trong nhiing bbi canh khac nhau.

Theo quan diém nay, Habineza (2013) [7] va Sealey (2014) [8] d& dwa ra mot khung |i
thuyét day du cho khai niém tich phan (Mot khung Ii thuyét dau tién trén tinh than nay dugc xay
dung boi Zandieh (2000) [4] cho khéi niém dao ham). Chang han, qua bang dudi day, Habineza
(2013) mo ta khung Ii thuyet cho khai niém nay trong ngir canh bai toan tim dién tich dudi
duong cong nham hudng dén cach hiéu né nhu gidi han cua tong Riemann [7; tr. 45]:

Ngir canh: Dién tich dwéi mgt dwong cong
Lép ‘ Cac biéu dién ’
QUua trinh - Péi twong Loi Do th; - Ki hi¢u tuwong trung So )
(Vat Ii) tryc quan (sw khai quat) (tinh toan so)
Phan hoach
Lap tich
Lop tong
Lop gidi han

Vi bang trén téc gia da chi ra bon l6p qua trinh — d@6i neong trong cach hiéu vé tich phan
theo gisi han tong Riemann: 16p phan hoach, 16p tich, 1op tong va 16p giGi han. Moi 6 trong
trong bang hai chiéu thé hién mot dién mao cua tich phan (ng véi moi 16p va dang biéu dién
theo mot ngdn ngir nao d6. Chang han véi 16p tich, trong biéu dién dai sé 1a f (X ).AX, con voi
biéu dién hinh hoc (d6 thi) la dién tich mét dai hinh chit nhat véi cac canh f(X;) va AX.

Nhu khung 1i thuyét cia Habineza da chi ra, dé hiéu khai niém nguoi hoc phai hoat dong
vé6i nhiéu 16p qua trinh — doi firong khac nhau trude khi di dén két qua cudi cung duoc gan két
vao mot dbi twong 1a tich phan. Chinh ban chit kép qua trinh — doi firong nay gay kho khin cho
ngudi hoc trong viéc hicu khéi nigm. Nguoi hoc can hiéu tich phan nhu mot qué trinh gém
nhleu l6p (quan ni¢m qua trinh) truée khi co thé nhan thirc n6 nhu mot déi twong (quan niém
cau tric), ma mudn vay lai phdi dat qua trinh nay vao mot ngir canh nao do. Ngit canh ma
Habineza d& xuat c6 ngudn géc tir lich sir hinh thanh khai niém tich phan va thudng dugc sir
dung trong cac gido trinh dai hoc. Vi ngit canh nay, 16p phan hoach, I6p tich va I6p tong thuc
hién viéc xap xi dién tich can tinh bai cac tong Riemann trudc khi 16p gisi han cho phép co mot
gia tri duoc thira nhan 1a phan anh tt nhat cho dién tich d6. Ta thay bdn 16p qua trinh — doi
frong cua Habineza phan anh rd cac ki thut cua Giai tich ra sao va viéc hiéu ching khong d&
dang chut nao. Dac biét, trong lich s, viéc hiéu khai niém tich phan da gap phai chuéng ngai tir
quan ni¢m vé cac vo cung bé hay cé4c vi phan va ching chi dugc vuot qua véi su ra doi cua li
thuyét gioi han. Thé 14, cng vai viéc hiéu cac I6p qua trinh — d6i twgng phuc tap noi trén, nguoi
hoc s& con phai ddi dién vai nhitng chudng ngai gan véi mot khai niem khéc - khai niém gisi han.
Diéu nay ciing da dugc Orton (1983) x4c nhan trong cong trinh nghién ciu ciia minh [2].

Tinh toén tich phan theo gigi han cua cac tdng Riemann rd rang 1 rit kho khin va ton
nhiéu cong strc. Chinh vi thé nén céc nha todn hoc méi nghién ciru nhirng quy tac tinh toan theo
ki thuat cua dai s6. Trong day hoc, di c6 chon cach tiép can tich phan theo giéi han cua tong
Riemann dé 1am rd ban chat cua khéi niém va cho nguoi hoc 1am quen véi phuong phap Giai
tich, thi cudi cung ngudi ta ciing can phai dua vao nhitng quy tic nay. Méi lién hé giita hai phép
tinh dao ham va tich phén s€ phai dugc khai thac. Mot kho khan khac nay sinh ¢ day: chung ta
mudn giGi thidu cho ngudi hoc tong Riemann va giai thich ki hiéu [ f(x)dx nhu mét tong cua
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céc tich, nhung trong thyuc hanh lai ludn tinh n6 theo quy trinh tim nguyén ham (vén chang lién
quan dén mot tong nao ca). Noi cach khac, néu day tich phan theo gisi han tong Riemann thi ta
lai gdp kho khan trong viéc gan két nd vai phép toan nguoc— phép lay dao ham. Van dé can giai
quyét 1a 1am thé nao dé chi cho nguoi hoc thiy su twong duong cua hai céch tinh toan, mot theo
giéi han tong Riemann va mot theo nguyén ham. Nhu vy, viéc sir dung bai toan tim dién tich
hinh thang cong mac di ¢ thé l1am xuét hién nhu cau tinh gigi han cua cac tong va dem dén y
nghia hinh hoc cho tich phan, nhung lai khong gitip ngudi hoc nhan ra mdi quan hé cua tich
phan véi dao ham. That khé 1am cho ho hiéu tai sao lai c6 thé dung nguyén ham dé tinh dién
tich néu khong dua vao dinh Ii co ban cua Giai tich vé méi lién hé gitra dao ham va tich phan.
Ma viéc chang minh chat ché dinh 1i nay thi rat kho va can nhiéu nd lec vén khdng phi hop voi
day hoc & phd théng.

2.2. Vin dé sir dung tich phan trong ngir canh ngoai toan hoc

Nhitng nghién ctru cua Bezuidenhout va Olivier (2000) [9], Jones (2015a) [10], va Jones
(2015b) [3] dé chi ra rang vai cac cach tiép can truyén thong nguoi hoc thuong chi s hiru mot
cach hiéu han ché vé khéi niém tich phan. Kién thizc dién hinh ma ho biét thuong goi gon trong
nhitng quy trinh tinh toan theo hiéu gié tri nguyén ham hoac theo ¥ nghia hinh hoc nhu 1a dién
tich ctia mot hinh duéi duong cong.

Nhiéu HS da tirng tu hoi: tai sao lai phai hoc tich phan (ciing nhu hoc cac khéi niém gioi
han, dao ham)? Dé tinh dién tich (va thé tich)? Nhung nhitng bai tip quen thudc gip trong SGK
chi 1a nhirng bai todn toan hoc thuan tuy, phuc vu cho muc dich thi ctr, va hau nhu ho khéng gip
trong cudc séng. Pay lai la mot bang ching nita cho thiy so véi dinh nghia tich phan qua
nguyén ham thi viéc gioi thiéu khai niém nay theo giéi han tong Riemann sé& thoa dang hon, khi
ma trong thuc té noi chung 1a nguoi ta khdng ¢ sin hé truc toa do va phuong trinh bién cua
hinh phang can tinh dién tich. Tu tuéng xap xi bang viéc chia nho, 1ap tong mai la quan trong.

Nhung du vay thi tiép can tich phan qua gigi han cua tong Riemann trong ngit canh tinh
dién tich van 1a chua du, vi tng dung cua tich phan rat da dang, cé thé tim thay trong nhiéu
linh vuc cua khoa hoc va thuc tién. Vi 1& d6 viéc day hoc khong thé chi tap trung vao muc tiéu
tinh to4n ma bo qua co hdi cho ngudi hoc thay nhirng tng dung hiéu qua cua tich phan. Do
khudn khé cd han cua bai bdo, trong phan dudi ching tdi chi ban vé viéc 1am sao dé HS c6
thé sir dung tich phan vao nghién ciru Vat Ii. Cu thé hon, chiing toi s& phan tich xem céch hiéu
nao vé tich phan s& hitu ich cho viéc sir dung n6 trong Vit Ii — néi chinh xéac la Vat i day ¢
truong phd thdng.

Céch hiéu tich phan theo nguy@n ham cho thay ngay méi quan hé dao nguoc giita tich phan
v6i dao ham. Vi 1& d6, tmg voi mdi bai toan Vat Ii ¢d thé giai bang cach ap dung dao ham —
ching tdi goi 1a bai toan thuan — ludn c6 thé dat ra mot bai toan nguoc lai — goi la bai toan
nghich, ¢ d6 tich phan mang lai mot cong cu gidi quyet Chéing han nhu vi van téc duoc tinh
bang cach lay dao ham ham sé quing duong nén cé thé xac dinh quéang duong bang cach lay
tich phan ham van téc trong khoang thoi glan chuyen dong (Vé6i didu kién ham van téc v(t)
phai luén duong trong khoang thoi gian nay, néu khong dai lugng tinh dugc la do doi chu
khong phai quang duong), hay gia téc ¢d thé tinh duoc bang cach ldy dao ham ham van tc nén
khi biét ham gia tdc thi lai co the ding tich phan dé tim van téc, v.v... Tuy nhién quan niém nay
vé tich phan chi dem lai mot s6 wng dung han ché (&ng véi cac bai toan thuan giai dugc nho dao
ham). Thuyc ra thi trong nhiéu tinh hudng khac, mac du khong c6 mot mdi quan hé dao nguoc
nhu vy, tich phan van duoc sir dung. Pon ctr nhu bai toan xac dinh cong cua luc bién doi.

Déi véi cach hiéu tich phan nhu dién tich dudi dwong cong, nghién ciu cia Thompson va
Silverman (2008) [11], rdi cua Jones (2015a) [10] da cho thiy 1a no khong du dé giai thich
nhitng tng dung cua tich phan trong ngir canh ngoai toan hoc. Ho di chi ra rang trong nhiing bai
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toan xac dinh cac dai lugng Vat Ii dua trén dd thi, nguoi hoc thuong khéng nhan ra dugc dién
tich dudi dudng cong biéu dién cho dai lwong Vat li nao.

Trong nhiéu van dé cua Vat li ma co sir dung c¢ong cu tich phan, phuong phap giai quyet
thuong van la Iay téng cac luong nho gia tang tao thanh tur céc tich. Do do, 6 mot su ddng
thuan chung dén tir nhiéu nha nghién cau, voi y kién cho rang dé cé thé hiéu duoc nhiing tng
dung da dang cua tich phan trong Vat Ii thi ngudi hoc phai s hitu quan niém vé tich phan theo
gidi han tong Riemann. Mot s6 tac gia dua ra nhitng cach dién dat khac nhau nham 1am “mém
héa” hon dinh nghia chit ché xuat hién trong cac gido trinh dai hoc. Jones (2015a) dién dat quan
niém vé tich phan nhu mot hanh dong “cong don vao cac mau nho” [10]. Twong ty, Thompson
va Silverman (2008) dwa ra mot mé hinh trong d6 tich phan duoc hiéu nhu sy “tich liy” cac
lwong nho tao thanh tir tich hai dai lwong [11]. COn theo phét biéu cua Meredith va Marrongelle
(2008) thi tich phan “phdai dwroc nhin nhdn nhw viéc cong lai nhitng tac dong vi phan Vat li de
dat deoe tac dong Vat Ii tong cong” [12; tr. 576]. Nhing cach hiéu nhu vay rd rang 1a khong thé
dat dugc tir dinh nghia tich phan theo khai niém nguyén ham. Cach dinh nghia theo gidi han
téng Riemann trong ngix canh tinh dién tich tao thuan lgi cho cach hiéu trén, nhung rd rang la
chwa dit dé ngudi hoc nhan ra nhitng ung dung da dang cua tich phan trong Vat Ii.

2.3. Mot giai phap vwot qua nhirng van dé dit ra tir hai cach tiép cin truyén thong

Hai van dé chinh can gitr lai tir c4c phan tich trén. Thir nhat, nén cho HS tiép can khai niém
tich phan theo tong Riemann néu muén ho hiéu ban chat cia khai niém va lam quen véi cac ki
thuat cia Giai tich. Su can thiét cua ki thuat nay vuot ra khoi pham vi Toan hoc. Thir hai, ciing
vi dé hiéu va str dung khai niém dang ban dén nén viéc gigi thiéu tich phan qua ngir canh hinh
hoc la chua du. Ngir canh nay mang lai y nghia hinh hoc cho tich phan (di¢n tich dudi duong
cong) va lam xuat hién day du bon I6p qua trinh — d6i tugng (phan hoach, tich, tong, gisi han).
Tuy nhién n6 khong giup giai quyet duoc hai van dé:

- HS khong thiy dugc mdi lién hé gitra tich phan véi dao ham.

- HS gidp kho khan khi st dung phwong phap 1ap téng Riemann trong nhitng ngi canh
g dung khéc ngoai hinh hoc. O day, nhu nghién ctiu ctia Jones et al. (2017) [13] va Sealey
(2006) [14] d chi ra, HS thuong c6 xu hudng xem viéc 1ap téng Riemann chi nhu mét quy trinh
tinh toan dién tich, thay vi nhu mot ngudn tiém ning cho viéc hiéu dwoc ban chét khai niém va
van dung dugc no trong nhitng ngir canh khac.

Tur nhitng phan tich trén ching t6i cho rang dé vuot qua nhitng van dé dit ra boi hai céch
tiép can truyén théng vé tich phan, can phai xem xét khéi niém nay theo quan diém lién mon
trong day hoc.

Thue ra thi kho khin cua HS trong viéc nhan ra vai trd cong cu cua tich phan khong dén tir
su thiéu hut kién thuc toén hay Vat 1i, ma 1a tir dang kién thirc “cé 1ap” do viéc day hoc d hinh
thanh cho ho. Chang han, mét phan tich cac SGK hién hanh do chung t61 (Ng6 Minh buc, 2017
[15]) thuc hién truc ddy da chi ra rang trong khi phuong phap 14p tong Riemann da xuét hién
trong cac SGK Vit li I6p 10, 11 (ban nang cao) dé giai quyét bai toan tinh quing duong va
cong, thi tich phan trinh bay ¢ SGK toan 12 lai chi dugc dinh nghia theo hi¢u gia tri cia nguyén
ham. Piéu nay cho thiy di c6 mot su ghép doi khong tuong xtng gitra cai dwoc day vé tich
phan trong thé ché day hoc toan va cai that su c6 ich nhét véi ngudi hoc trong viéc ung dung no6
vao Vat li n6i riéng, vao céc ngir canh thyc té noi chung. Nhu vay, véi viéc khong tinh dén quan
diém tich hop — lién mén nhu xu hudng ddi mai day hoc hién nay thuong noéi dén, su lva chon
cua thé ché day hoc todn ¢ phd thong da che ddu di nhitng tng dung hiéu qua cua tich phan
trong cac khoa hoc khac, dac biét 1a Vat Ii.

Theo quan diém day hoc lién mén Toan - Vat Ii thi ngoai nhitng muc tiéu trong noi bo
mon toan, viéc day hoc todn can phai tinh dén muc dich cung cép céc khai niém, y tuong,
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phuong phap la cong cu giai quyét cac van dé caa Vat Ii. Nguoc lai, Vat Ii cung cp nhiing tinh
huong 1a dong luc hinh thanh va dua dén cho khai niém toan hoc nhimg y nghia cu thé trong
mdi ngir canh tng dung. Nho sy gan két lién mén nay ma nhiing hiéu biét tir Vat Ii tham chi c6
thé quay tro lai giup nguoi hoc thau hiéu hon cac kién thirc toan hoc vén triru tuong va thudng
doi hoi chirng minh chat ché.

2.3.1. Khung li thuyét cho khai niém tich phan trong ngir canh vat li

Tén thanh lya chon dua khai niém tich phan vao qua gidi han cua tong Riemann, ching toi
sir dung khung Ii thuyét tham chiéu cua Habineza (2013) [7]. Tuy nhién, ching tdi khéng gan
khung 17 thuyét nay véi ngix canh hinh hoc “tinh dién tich” ma 14 ngir canh Vat Ii.

Can phai n6i Ia kha nhiéu &g vién (thuoc chuong trinh Vat Ii day ¢ bac pho thdng) c6 the
duoc lya chon dé van dung khung 1i thuyét ndy. Chang han nhu cac bai toan tim quing duong,
cong cua luc dan hdi, cdng cua khi 1i teang, cdng cua luc hap dan va luc dién. Dé giai quyét cac
bai toan iy, SGK Vatlisu dung phucng phap chia nho, lap tich dé tinh gan ding dai luong trén
cac khoang nho roi lap tong, va cudi cing ngam an dung khéi niém giéi han dé suy ra rang dai
lwong Vat i can tinh bang dién tich cua hinh phang dudi dd thi. Cac dai lwong Vat i vira noi
déu so hitu hai diéu kién. Mot 1a chung déu lién quan dén mot quan hé nhan nao d6, chang han
quang duong bang tich cua van toc va thoi gian, hay cong la tich gitra luc va quang duong dich
chuyén,... Hai 14 nhirng dai luong nay théa man tinh chét cong tinh, ching han quang duong
can tinh bang téng cac quing dudng nho trén ting khoang thoi gian. Hai dic trung nay mang lai
thuan loi cho viéc tiép can tich phan theo khung 1i thuyét cua Habineza (2013). Ching con cho
thiy tam quan trong cua Iop tong va Iép tich néi riéng ciing nhu cach hiéu tich phan theo ciu
trdc tong Riemann ndi chung trong viéc day hoc khai niém tich phan véi tinh than quan tam dén
nhitng ung dung cua no trong Vat Ii va thuc tién.

Trong cac tng vién noi trén, ching t6i chon bai toan “tinh quang duong chuyén dong” (Tinh
quéing duong vat chuyén dong véi ham sb van téc va khoang thoi gian cho trudc) va xay dung
mét khung |7 thuyét cho khai niém tich phan dit trong ngit canh cua bai toan Vat i vira n6i.

Bdang 1. Khung Ii thuyét ciza tich phan trong ngé canh Vat li

Lép Ngir canh: Tim quing dwong chuyén ddng véi ham van téc va khoang thoi
Pbi gian cho trwéc
tl{’qng'h Céc biéu dién
ua trin - : — %
a Vat li Do thi - truc quan | Ki hiéu tuwong trung So
(sw khai quat) (tinh toén so)
Lo han Chia thanh céc
hap P khoang thoi gian At At nho
oach .
nho
Quang — dudng | e tien hinh chix
LoD ti Xap xi trong tung JORNTE v(t).At
op tich \ N nhat véi hai canh
khoang thoi gian la v(t) va At
nho
i Quang  duong | -z S . n 7 .
Lop tong | xap xi trong tong Ii%r%gcﬂgmg;hnﬁ%c Z v(t).At Tong gan dung
thoi gian i i=1
. . . Dién tich hinh n Téng gan dang
Lop gidl | Quang —dudng | ¢ & 4athihamsé | lim > w(e).At | véi sai sé cho
han chinh xac A oA n-oo ]
: van toc i=1 phép
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C6 ba li do khién chiing tdi mudn tan dung bai toan néi trén.

Thir nhat, tinh quang duong khi van téc khong dbi 1a mot kiéu nhiém vy quen thuoc voi HS
ngay tir tiéu hoc. Trong truong hop nay, néu dat trong hé truc toa do thi ham van tc c6 do thi la
duong thang song song voi truc hoanh (biéu thi thoi gian), va theo cong thac da biét
(S = v.t) ta c6 thé cho HS lién hé ngay quiang duong véi dién tich hinh chir nhat. Cach nhin
nay sau d6 duoc van dung dé nghién ciru truong hop van toc bién doi theo mot ham s6 v(t), tat
nhién 12 véi phuong phap méi, phuong phap xap xi. Cu thé, dé tinh gan ding quang duong,
ngudi ta chia thoi gian chuyén dong thanh nhiing khoang nho At ma & dé c6 thé xem van toc 12
khong d6i dé &p dung cong thic S = v. t, trudc khi lay tong tat ca nhitng quing duong nhé nay
v6i nhau. Mot gid trj tt nht c6 thé dat duoc tir qua trinh ldy gidi han cac tong vira 1ap khi
khodng thoi gian At ngay cang nho (tlen vé khong). Nhu vay o day da xuat hién day du bon lop
qué trinh — déi firong ma cudi cung két tinh lai trong cai goi la tich phan. Ngir canh Vat Ii nay
dem lai mot 1i do cho sy xuét hién quan niém gigi han tong Riemann khi n6 déng vai tro 13 cong
cu giai quyét van dé. N6 dugc két thic bai viée dura vao khai niém tich phan.

Tht hai, nhu khung cua chiing t6i da chi ra, qua trinh giai bai toan “tinh quang duong
chuyén dong” cho phép thiét 1ap mot sy chuyén doi gitra nhiéu biéu dién khac nhau cia khai
niém tich phan. Cu thé, ang véi biéu didn hinh hoc trén db thi thi viéc nhan van téc vai khoang
thoi gian At trong 16p tich chinh Ia dién tich hinh chit nhat c6 kich thudc 14 hai doan thing biéu
thi hai dai lwong ndy. Su chuyén ddi tir biéu dién Vat Ii sang biéu dién hinh hoc sé& gitp ndi két
quing duong véi dién tich dudi duong cong ham sé van téc va mang lai nghia hinh hoc cho
khai niém tich phan ma giéo vién s& ché hoa sau do.

Cubi cung, tinh hudng do chung toi d& xuit gitip vuot qua kho khin 16n nhit khi day tich
phan theo gidi han tong Riemann trong ngir canh bai toan tinh dién tich. N6 c6 thé gilp goi ra
méi quan hé d4o nguoc giira tich phan va dao ham tir cach hiéu Vat li. Cu thé 1a trude do HS da
biét cong thirc v(t) = s’(t) cho phép sir dung dao ham dé giai quyét bai toan tim vén téc tic
thoi khi biét ham sé quing duong. Tir d6 ta c6 thé gidp HS nhan ra ring dé tinh quing dudng
khi biét ham van téc can thi can tim cach thuc hién phép toan ngugc voi dao ham. Su lién két
gita ghi nhan nay véi két qua giai quyét bai toan noi trén s& tao co hoi dua vao cong thirc
Newton — Leibniz phan anh méi quan hé dao nguoc giita dao ham va tich phan.

2.3.2. So do tém tit chudi tinh hudng day hec khai ni¢m tich phan trong ngir canh Vat Ii

Trong ngit canh Vat Ii da dé& xuat, va trong mdi lién hé voi viéc trinh bay khai niém dao
ham ¢ trude, chung toi dung so dd Hinh 1 dé mé ta tém tat chudi tinh hudng day hoc tich phan
c6 thé duoc xay dung.

Theo so d6 ndy, xuét phat tir cling mot bai toan Vat Ii — tim quang dudng khi biét van toc —
ta c6 thé dwa vao ba chién luoc khac nhau dé giai quyét:

- Qua nguyén ham: Tim lai ham s quang duong s(t) tir ham sé van téc v(t) bang cach
dao nguoc phép lay dao ham.

- Qua gid¢i han téng Riemann: Chia nho khoang thoi gian, lap tich v(t).At, lap tong
Riemann rdi tim giéi han cuaa tong nay khi At — 0.

- Quadién tich: Quing dudng di dugc bang dién tich hinh phing dudi d6 thi ham sb van tdc.

- So dd Hinh 1 cho thay ngit canh ma ching téi lya chon 1a co hoi dé lién két cac cach
hiéu khac nhau cua tich phan. Phuong phap chia nho, lap tich, tong va chuyén qua gigi han
sau d6 co thé ap dung tro lai trong nhiéu ngir canh khac caa Vat li. Phuong phap nay s& giai
thich cho ngudi hoc hiéu duoc nhitng wng dung rong rdi caa tich phan trong Vat li dé tinh
toan nhiéu dai luong, nhu khéi luong, xung luc, thong lugng, ning luong, céng, &p luc, quing
duong hay van toc...
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Bai toan thugn: Tim Bai toan ngwoc: Tinh quing dwong khi biét van téc
vén toc khi biét quéng
dwong 1 1
‘ Phuong phdp chia nho, lgp Biéu dién
tong, chuyén qua gidi han > finh hoc
DPgo ham
v(©) = 5'(6) ; 1 1

Nguyén Gidi han téng Riemann Dién tich dudi dwong cong

!

Khai ni¢m tich phan

fbf(x)dx

Hinh 1. So do tiép cdn khai niém tich phan trong ngé canh Vat li
Vai trd cua cach hiéu tich phan theo giéi han tong Riemann 1a gidp HS nhan ra nhiing ngi
canh nao can sir dung dén cong cu tich phan, con viéc tinh toan nd thi ¢ thé sir dung nguyén
ham hay dién tich cho thuan tién. Nhu vay, ngit canh do chung t6i d& xuat gitp hiéu ban chit
cua tich phén, lam quen véi ki thuat nghién cau Giai tich, nhan ra ung dung da dang cua khai
niém trong Vat li, nghia 1a cho phép vuot qua nhitng van d&é ma hai cach tiép can truyén thong
dat ra.

3. Két luan

Nghién ciru ctia chiing toi da chi ra mét quy trinh cin dam bao dé viéc day hoc tich phan ¢
truong phd thdng c6 thé mang lai nhiéu loi ich nhét cho ca toan hoc va cac khoa hoc khac ma
dac biét 1a Vat Ii. D6 1a phai dwa vao cach hiéu tich phan theo gigi han tong Riemann véi mot su
nhan manh vao 16p tich va I6p tong. Y nghia that sy caa cach hiéu tich phan 1a tu tuéng vé
phuong phap kém theo (chia nho, 1ap tong Riemann, rdi xap xi dai lugng can tim) va vai trd cua
phuong phap nay trong viéc giai thich cac rng dung hié¢u qua cua tich phan vai nhiéu ngir Canh
Y nghla nay khong duoc hinh thanh véi cach dinh nghia tich phan qua nguyén ham (lam mat di
ban chét cua Giai tich), va chi dat dugc mot phan véi cach dua khai niém vao qua bai toan “tinh
dién tich hinh thang cong” (gidi han vai tro cong cu cua tich phan trong noi tai toan hoc). Phan
tich cua chung toi cung chi ra nhitng kho6 khan phai ddi mat khi di theo céc cach tlep can truyen
thong o truong pho théng.

Nham vuot qua nhimg khé khin va khiém khuyét cua hai céch trinh bay tich phan theo
truyén thdng, chung t6i da chi ra mot cach tiép can khai niém véi quan diém lién mén toan —
Vit li, thdng qua ngir canh bai toan “tinh quing dwong chuyén dong”. Thyc ra thi mot vai giéo
trinh Giai tich cua cac tac gié khac ciing da sir dung bai toan tim quing duong dé gidi thiéu khai
niém tich phan thdng qua cac tinh toan trén di lidu s6 (Finney et al., 2012 [16]; McCallum et
al., 2012 [17]). Dong g6p méi cua chung tai la két hop giai quyét hai bai toan thuan nghlch gitra
quing du:ong va van toc dé hinh thanh nén méi quan hé dao nguoc giira dao ham va tich phan.
Diéu nay gilp HS thiy duoc su twong duong cua hai cach tinh tich phan, mot theo phuong phép
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chia nho 1ap tong va lay giGi han, mot theo phép toan nguyén ham, khi ca hai phuong phap nay
cung giup tim ra quang duong chuyén dong cua vat. Viéc tiép can khai niém tich phan nho vao
su gan két lién moén gitra Toan va Vat Ii cho phép két ndi nhitng cach hiéu khac nhau cua tich
phén. Thém vao do, né gitp ngudi hoc thiy duoc kha ning tng dung da dang cua tich phan vao
cac bai toan cua thyc tién va khoa hoc bén ngoai ngit canh todn hoc. Tuy nhién ciing can phai
noi rd thém Ia céch tiép can nay khong dua ra dwoc mot chirng minh thuan tdy toan hoc cho
dinh li co ban cua Giai tich vé méi quan hé giira dao ham va tich phan. Thuc ra n6 chi st dung
phién ban Vat Ii caa mdi quan hé dao ngugc ndy nham dem lai mot quan niém day du hon cho
HS theo mot cach “mém hoa” nham tranh di nhitng kho khan dén tir phép chirng minh toan hoc
nghiém ngat.

Tét nhién, & HS linh hoi duoc nhitng cach hiéu khac nhau vé tich phan tir ngir canh Vat i
nay thi can phai xay dung cac tinh hudng thich hop dé l1am xuét hién ba chién lugc giai twong
mg nhu chung t6i di chi ra ¢ trén: Chién lugc lap téng Riemann, chién lugc dién tich dudi
duong cong va chién luoc tim nguyén ham. Mot day tinh hudng day hoc khai niém tich phan
trong su gan két lién mon toan — Vat Ii da duoc ching tdi xay dung va trién khai thuc nghiém.
Do khudn khé c6 han ciaa mdi cong b trén Tap chi, ching tdi s& gidi thiéu thuc nghiém do
trong mot bai bao tiép theo nhu su tiép ndi hop 1i cho huéng nghién ciru nay.
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ABSTRACT

Teaching concept of integral in high school from the perspective
of interdisciplinary mathematics and physics:
A solution to overcome the disadvantages posed by traditional approaches
Le Thi Hoai Chau and Ngo Minh Duc
Faculty of Mathematics and Computer Science, Ho Chi Minh City University of Education
Our research is set in the context that the perspective of integrated and interdisciplinary
teaching is applied, for the sake of helping students to understand and apply mathematics
knowledge in real life and science problems. First of all, we highlight the disadvantages of two
traditional approaches in presenting the concept of integral in high school. Our analysis shows
that the necessity of introducing the integral concept as the limit of Riemann sums. Furthermore,
it also indicates that it is not sufficient to attach that introduction with geometric context. In
order to bring more benefits of understanding concepts and explaining applications of integral in
non-mathematics context, we propose an interdisciplinary Mathematics and Physics approach.
This approach allows to overcome these disadvantages pointed out in teaching the concept of
integral.
Keywords: Integral, the limit of Riemann sum, interdisciplinary.
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